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VARIABLES ALEATORIAS BIDIMENSIONALES

Concepto:

Sean X e Y variables aleatorias. Una variable aleatoria bidimensional (X, Y) es una asignacién numérica
en R?:

(X,Y): E> R?
ei —> (X(ei), Y(ei)) € R?

Tipos
e Variables aleatorias bidimensionales discretas
e Variables aleatorias bidimensionales continuas

Variables aleatorias bidimensionales discretas

Son aquellas variables aleatorias que sélo pueden tomar un numero de valores finito o infinito
numerable.

(X, Y) :E-> N2 ei —> (X(ei), Y(ei)) € N?

Las variables aleatorias bidimensionales discretas estdn caracterizadas por la funcion de probabilidad
conjunta y la funcidn de distribucién Ademas en este caso existen distribuciones marginales de las
variables y distribuciones condicionadas.

Funcién de probabilidad conjunta
Definicién

f:N° — [0,1]

(X)) — fxy)=PX=x.Y=y)
i=1,....n
j=1....m




Propiedades:
O<XY)=P[X.V)]=P(X=x,Y=y) <1

® f(X,Y)=P[(X,Y) € Bl =Xy, ) P(X=x.Y =)

Y nX L Plx=x,Y=y]=1

Funcion de probabilidad marginal
@ Marginal de X:

PX=x]=Y PX=x,Y=y]
=

@ Marginal de Y:
PlY=y]l=> PX=x,Y=y]
i=1

Funcién de probabilidad condicionada
@ De X condicionada por Y = y;:

PIX=x,Y=Y,
PIX = x/¥ = y) = gt
@ De Y condicionada por X = x;:
PX=x,Y=
P[YZY/szf]Z [ P[X = x| Y]

Funcion de distribucion

Sea (E, P(E). P) un espacio de probabilidad, (X, Y) una
variable aleatoria bidimensional discreta y f(X, Y) su funcion
de probabilidad conjunta. Se llama funcién de distribucién
(acumulativa) de la variable aleatoria discreta (X, Y),
Fox.vy(x, y):

F:R® — R
(x.y;) — Fxy)=PX<x,Y<y)



Variables aleatorias bidimensionales continuas

Sea una variable continua, se dice que £s su funcién de densidad conjunta si:

(X.Y)

PX<2Y<y) — f f flu,v)dvdu

La funcién f debe verificar:

. flz,y) =0 ¥(z,y)

—+ o +oc
f flu,v)dvdu=1
oo J—

z = f(z,y) Representa una superficie de densidad, de tal forma que el 4rea encerrada
entre la superficie “2” y el plano “XY” vale la unidad.
La probabilidad de que la variable aleatoria tome valores dentro del rectangulo viene dada

(a,b) x (c,d) por:

Pla< X gb?cgvﬂ_:dh[ f f(z,9)dydz.

Si “A” representa cualquier sucesoy 4 laregion del plano “XY” que se corresponde con
“A”, se define su probabilidad como:

P(A) = ; flz,y)dzdy

La funcién de distribucién conjunta viene dada por:

F(z,y) = Pl-oc< X <z,—00<Y <y

= [ [m_f(uvdwdu



La relacién entre F y fes:

P2FE
5209 — flz,y)

Las funciones de distribucion marginales son:
T o
Fi(z) = P(X <z :/ f flu,v)dvdu
—o0 S —oo
+oo ey
Fy) = P(Y <vy) :f [ flu,v)dvdu .
— o — o

Derivando se obtienen las correspondientes funciones de densidad marginales:

T +ac

filz) 31:;115 ]=f_ flz,v)dv
+oa

AW = 28 = [ fy)du,

Valor Esperado de las Variables aleatorias bidimensionales

Sea una variable aleatoria bidimensional (X)Y) cuya fdp conjunta es la funcion de
probabilidad conjunta p(x;,y;) si es discreta o la funcién de densidad de probabilidad conjunta
f( X,y ) si es continua y sea una funcién real de dos variables Z = H(x, y ) de manera que
podemos definir una variable aleatoria Z que es funcién de la variable aleatoria
bidimensional (X, Y ) de la forma Z = H(X, Y). Si la fdp de Z es q(zj) , si Z es discreta, o q(z) si es
continua, entonces la esperanza matematica de Z es, de acuerdo con la definicién general:

E(Z)= > z4(z) (para Z discreta)
x el y
E(Z)= _[Fq[:)d: (para Z continua)

—



Teorema
Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional y sea Z=H(X,Y) una variable aleatoria que es funcién de
(X,Y).

a) Si Z es variable aleatoria discreta que proviene de la variable aleatoria bidimensional discreta (X,Y)
cuyo recorrido es Ryy y su fdp conjunta es p(xi,yj), entonces:

E(z)=E[H(x,Y))= %H{x )by,

b) Si Z es variable aleatoria continua que proviene de la variable aleatoria continua bidimensional
(X,Y) cuya fdp conjunta es f ( x,y), entonces:

E(2)= E[H (1) = | [ H(xp)f iy

—a -

Covarianza

Es un valor que indica el grado de variacion conjunta de dos variables aleatorias. Es el dato basico
para determinar si existe una dependencia entre ambas variables y ademas es el dato necesario para
estimar otros parametros basicos, como el coeficiente de correlacién lineal o la recta de regresion.

Sean X e Y dos variables aleatorias. La covarianza de X e Y se define:

Con(X.Yy=E{x -EWX)][y - EY)]} = E(x¥)- E(X)E(Y)

Propiedades de la covarianza:
I- Covia+bX c+d¥Y)=bdCov(X.Y)
2-CoviX +Y.,Z2)=Cov(X.Z)+Cov(l.2Z)

3- f'm(iffr.‘i};.] ZZ{“{H‘(A” )
i=l =1

=1 =1

4- Cov(X,X)=V(X)

Coeficiente de Correlacion

En realidad mas que la covarianza aqui nos interesa considerar una cantidad relacionada con oyy y que
segln veremos nos dard informacién sobre el grado de asociacién que existe entre X e Y. Mas
concretamente nos contard si existe algun grado de relacién lineal entre X e Y. Esa cantidad es el
coeficiente de correlacién lineal.



Sea (X.¥) una variable aleatoria bidimensional. Definimos el coeficiente de correlacion lineal entre

Xe¥ como p,, = ConX.1)
O Ty

Propiedades del coeficiente de correlacion

Propiedad 1

St X'e ¥ son variables aleatorias independientes entonces p,, =0.
Propiedad 2
-l< Py < I

Propiedad 3

Si pi, = 1. entonces con probabilidad 1 es ¥ = AX + B donde A y B son constantes.

Propiedad 4

S1.X e ¥ son dos vanables aleatorias tales que ¥ = A.X + B donde 4 v B son constantes,
entonces pr, =1.Si A>0es p, =1vsi A<0 es p,, ==-1.

Independencia

Hemos visto que a partir de la distribucién conjunta se puede hallar la distribucion de cada
componente (estas eran las distribuciones marginales). Cabe preguntarse si a partir de las
distribuciones marginales es posible determinar la distribucién conjunta. En general esto no es cierto,
solo en el caso particular que las variables sean independientes. Dadas dos variables X e Y son
independientes si y solo si:

a) Sea (X.Y) una variable aleatoria bidimensional discreta. Sea plx,.y,) su fdp conjunta y plx) v
q{y J] las correspondientes fdp marginales de X e ¥. Decimos que X e YV son variables aleatorias
independientes si vy solo si

P(‘Ir"}:'_r}= P[xr' ]q':}’;] ‘G"{xr.,yj)e Ry

b) Sea (.X',¥) una variable aleatoria bidimensional continua. Sea f(x,y) su fdp conjuntay g(x) v h(y)

las correspondientes fdp marginales de X e Y. Decimos que X e Y son variables aleatorias
independientes siy solo si

flx.y)=glx)hly) ¥(x.y)e R



Propiedades de variables independientes:

s Si X eY son independientes entonces E[XY] = E[X] x E[Y). es decir Cov[X.Y]=0.

e Si X eV son independientes enlonces Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y] .

Problemas Resueltos

Variables Aleatorias Bidimensionales Discretas

Lin experimento consiste en lanzar tres veces una moneda. Sean las

variables aleatorias: X ="numero de caras en las tres tiradas" e Y ="diferencia en valor
absoluto entre el nimero de caras y el de escudos en las tres tiradas". Se pide:

a) Distribucion de probabilidad de (X, Y)

b) Media y desviacidn tipica de las distribuciones marginales de X e
c) Covarianza y coeficiente de correlacion

d) ¢Son X eY independientes?

&) Distribucidn condicionadade X a ¥ =3

f) Distribucion condicionadade ¥ a A =2

9 P[X<1:Y>0] , P[x22] , P[Y<3]

Solucidn:

a) Espacio muestral: Q= /(c.c.c).(c.c.e)(cec)(ec.c)lcee)lece)leec)(eee)]

Xleee)=3 Y(c,cc)=3
X{c,ce)=Xcec)=Xecc)=2 Yic.ce)=Y(cec)=Yecc)=1
Xcee)=Xece)=Xeec)=1 Yicee)=Yece)l=Yeec)=1
X(eee)=0 Y(eee)=3

Distribucidn de probabilidad:

\i 1 3 Probabilidades marginales:
X P
4

0 0 |8 |18 Zp,_=p,_+p=_+p3_+p4_—1+3+3+l—1

1 38 | o |38 = 8888

2 s | o0 |3

3 o [ve]vye ZF'- Pa *P.z =
P. 6/8 | 2/8 | 1

Adviértase que la probabilidad conjunta:

3300+ (50):(5+0):(o+3)-

2 n m i 1]
Siendo: Zzﬂq Zpl =Y'p,=1. Engeneral, [ D' p=>p. =>p, =1
=1 [CL =1 ot

[T

=1

mlm
mlm




b) Distribucidn marginal de la variable aleatoria X:

x P. X. P, .'(,2 x,z. B. ) 0
0 18 0 0 o Media: u"=E[x}=ain=le-p|—=F=L5
1 | 38 | 38 1 38 . = . .
2 3/8 6/8 P 12/8 Varianza: a; —:u"al"[x} = oy = E(X }-[Ef}q]
3 VL] 3/8 9 a/8 EOC) = ay = fo p.=3

1 12/8 3 =]

ol =Var(X) = u, =E(X*)=[E(0] =3-15"=0.75 = o, =./0,75=0,866

+ Distribucion marginal de la variable aleatoria ¥:

Y Py | Y-Py| ¥ |Yi-p, 2 12
1 68 | 6/8 1 6/8 Media: p, =E(Y) =g = » ¥, P, = 5 =15
3 | 28 | 6/8 g | 18/8 =
1 12/8 3

Varianza: o = Var(Y) = u,, = E(Y*) -[E[‘r’j:]z

E{v2}=ﬂm=2¥f-F’-1=3
=
512,=Var["r’}=j.|,:,2=E['I’=]-[E{'1"]]==3-1,52='D,?5 &, =4/ 0,75 = 0,866

c) Covarianza y coeficiente de correlacidn

+ La covarianza se define: p,, =p, =0 = CoviXY) =, =0y 0,

donde o, =E(XY)= iix,.yl. Py

il i

Asi pues,
o, =[n.1.n+n_3_l]+[1_1_i+ 1_3_0]+[2_1_§+2_3.n]+[3_1_n+3.3.lj =18 505
8 8 8 8) 8

con lo cual, p =Cov{dY) =, -0, =225-15.15=0
Sefalar que la covarianza p,, = Cov(XY) puede ser negativa, nula o positiva, siendo
una medida de la fuerza de la relacion lineal entre X e Y.

+ El coeficiente de correlacion lineal p,, s un nimero abstracto (sin unidades) que
determina el grado en que las variables (X, Y) estan relacionadas linealmente.

Se define:




Hay 0

con lo cual, = = =0
P G o J0.75.40.75

Denotar que —1=p,, =1. Cuando p,, =0 no existe relacidn lineal entre las variables X e
¥, diciendo que estan incorreladas.

d) Para que X e Y sean independientes se tiene que verificar: p, =p..p, ¥(x. y'}

k|
| 3 B
0 |1|.|=ﬂ ‘I.l'ra I:'1-=1|llIB -0 1 E_
1 38 | o 3/8 Pu=l = g3~ Pr-Pu
2 3/8 0 3/8 Las variables X e % NO son independientes
3 (1] 18 18
p.| P, = ﬁ}ll'ﬂ' EJII'E' 1

Sefalar que cuando dos variables X e ¥ son independientes, es decir, cuando
Py =P.-P, ¥(x. yl]l. la covarianza es cero. El caso contrario no se verifica. Es decir:

X eY independientes = p,,=Cov(X,¥)=0
u,=Cov(X,¥)=0 3 XeY independientes

Pl XY =3
g) Distribucion condicionadade X a ¥ =3 PHW:S]:J:F’:;;:[—Bﬁ}l

N 1] 3| PXIY =3)

2 |38 o |38

P, |68 1

P[XA(Y=y )
En general, F’[II\":yI]:%
— I




o N PlYn(X=2)
f) Distribucién condicionadadeY a X =2: P[Y/X=2]= PIX = 2)

N 1|3 |P. PiY X =2)

o | o |ye]|vye

1 |a38| o |38

2 |38 o |[3/g

3 | o |ys|vys

P, | 68| 28] 1

P[Y (X =x)]
P(X=x,)

En general, |P[Y /X =x]=

g) P[X<1,¥>0] , P[x22] , P[Y<3]

H 113 % Y 113 N 1| 3
0 0_| V8 o |o|vys 0o [o |8
1 38| 0 1 [3/8] 0 1 |38 o
2 38| 0 2 3B o 2 3s [ o
3 o | ¥e 3 o |8 3 o | V8
P[X<1,¥=0]=P[X=0; ¥ =1]+P[X=0; ¥ =3]+P[X =1, ¥ =1]+P[x =1, ¥ =3]=
=p +ﬂ,2+ﬂn+pﬂ=ﬂ+l+1+ﬂ=i=l
b B 8 8 2

P[:‘:EE]:F[K:E. ~I‘=1]+P[K=2; '\'1"'=3]—F[K=3 . "I'=1]+P[x =3 I"'I"-=3:|=
1 4 1

3
=Py + Py +F'..1+F'..ﬂ=§+ﬂ+[]+—=_=_

88 2
PIY<3]=P[X=0; ¥Y=1]+P[X=1; Y=1]+P[X=2: ¥ = 1]+ P[X=3; ¥ =1]=
o B 3

=P+ P+ P +p41=ﬂ—E+E—ﬂ =E=I



Variables Aleatorias Bidimensionales Continuas

Ejemplo 1:
Si x, y son variables aleatorias continuas con funcién de densidad de probabilidad,

f(x,y) = 18x2%y? 0<x<1;0<y<x

Recorrido de xy:

1/3 /

0 05 1 X 112

~
l

Calcule lo siguiente:

a. Encuentre la probabilidad P(x < % ¥ < i)

Solucion:

2 3 3

1/3 rx 1/2 ~1/3
= f f 18x2y% dy dx + f f 18x2y? dy dx
0 0 1/3 Jo

1 1 1 1 1 1
P(x<—,y<—)=P(0Sx£§,0Sny)+P<—SxSE,OSyS§>

= (0.0013717 + 0.0065157 = 0.007887
b. La distribucién marginal de x.
Solucion:

* 18
g(x):f18x2y2dy=?x5 0<x<1
0

c. Ladistribucién marginal dey.

Solucion:

h(y) = fyl 18x%y?dx =6y?(1—y3) 0<y<1

11



Ejemplo 2:

Se supone que cada neumatico delantero de un tipo particular de vehiculo estd inflado a una
presion de 26 lb/pulg2. Suponga que la presidén de aire real en cada neumatico es una
variable aleatoria ‘X’ para el neumadtico derecho y ‘y’ para el izquierdo con funcién de
densidad de probabilidad conjunta:

k(x> +y?)  20<x <30, 20<y <30
fy) =
Y =10 Cualquier otro caso

a. ¢Cual es el valor de K?
Solucion:

Para que la funcidn de probabilidad conjunta sea vdlida, se sabe que, al integrar a cada
variable dentro de sus limites el resultado debe ser 1 (probabilidad total).
30 (30

k (x2+y?)dxdy=1
20 J20

30

30 [x3 5 30 /19,000 5
k —+xy dy=1; kf ( +10y)dy=1
20 |3 20 3

20

19000 Y %0 . ) (2 . 19000> . o3
Y 3, 3 ’ 38000’

b. ¢Cudl es la probabilidad de que ambos neumaticos estén inflados a menos presién?
Solucion:

Inflados a menos presidn indicaria por tanto que ambos neumaticos pueden tener menos de
26 Ib/pulg’.

26 (26
P(x <26,y <26) = f f k(x? + y?) dx dy = 0.3024
20 J20

12



Existe una probabilidad de 0.3024 de que ambos neumaticos tengan estén inflados a
menos presion.

c. Marginal de y: Determine la funcién marginal del neumatico izquierdo.

Solucion:

30

3
L) = k(x? +y?)dx =k [% + xyzl

20

30

20

k (6y% +9576) 20 <y < 30

d. Marginal de x: Determine la funcidn marginal del neumatico derecho.

Solucion:

30 y3
() = | k(x*+yHdy = k[gﬂ/le

20

30

20

k (6x? +9576) 20 < x < 30

e. Independencia: iSon ‘X’ y ‘y’ variables independientes?

Solucion:

Si ‘X" y ‘v’ son variables independientes, entonces su funcion conjunta f(x,y) debe ser igual al
producto de sus funciones marginales fi(x)*f,(y).

fr () * f,(y) = 36k*(1596 + x?)(1596 + y?) # k(x* + y?)

Debido a que no es cierto que el producto de ambas marginales provea la funcion conjunta
de ‘X’ y de ‘y’, se concluye que ‘X’ y ‘v’ no son independientes.

13



f. Condicional: Si el neumatico derecho tiene una presion de 26 lb/pulg2, determine la
probabilidad de que el neumatico izquierdo tenga menos presion que la que presenta
el derecho.

Solucion:

26
P()’ < 26/x _ 26) = LO ffiﬁ;) dy, donde:x =26

j26 k(x2+y2) d B f26 262 +y2 d _( 1 )IZG 262+ 5 d
k62 19576)Y = ) sze2+9576 Y~ \1men2) ), (PO TV

3126

( ! )262 +7 —( ! )(9576 4056)—05317
13632 yT3 L, \13632/\"3 =Y

Existe una probabilidad de 0.5317 de que el neumatico izquierdo tenga una presién menor
a la que presenta el neumatico derecho.

Ejemplo 3:
La funcion de densidad de probabilidad conjunta de la cantidad X de almendras y la cantidad
Y de nueces de Acaju en una lata de 1 Ib de nueces es:

_(24xy 0<x<1,0<y<lx+y<l1
f(x,y)—{ 0 de lo contrario

Si 1 Ib de almendras le cuesta a la compaiiia Q1.00, 1 Ib de nuez de Acaju le cuestaQ1.5y 11b
de manias le cuesta Q0.5, entonces el costo total del contenido de una lata es

h(X,Y) = (DX + (1.5)Y + (05)(1—x—y) = 0.5+0.5X+Y

(Puesto que 1-X-Y del peso se compone de manias). El costo esperado total es:

E[(X, V)] = f j hGey) * f(x,y) dx dy

1 r1—-x
E[h(X, V)] = f f (0.5+4+ 0.5x + y) * 24xy dy dx
0o Jo

14



E[h(X,Y)] = Q1.10

Si se tiene una funcién marginal de X=Cantidad de almendras y Y=cantidad de nueces igual a:

12x(1 — x)? 0<x<1
xX) =
fx(x) { 0 de lo contrario

“u.,n

Con fy(y) obtenida reemplazando “x” por “y” en fx(x). Es facil verificar que uy = uy = %y

00 00 1 ,1—x
E(XY) = f f xy f(x,y)dx dy = f f xy * 24xy dy dx
—o0 J—oo 0 Y0

1

E(XY) = 8] x2(1—x)3 dx=i
. 15

Por lo tanto la Covarianza esta dada por:

c (Xy)_z (2)(2)_2 4_ 2
oY) =157 5)\5) 15 25 " 75

15



