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PREFACIO

Las definiciones de la Estadistica la presentan como un instrumento del Método
Cientifico y por tanto orientado al estudio y a la investigacion, actividades que
surgen ante la necesidad de determinar leyes que rijan y permitan explicar
fenémenos y aumentar el conocimiento del ser humano; es en la investigacion,
cuando se presentan situaciones complejas afectadas por la incertidumbre medible,
donde la Estadistica encuentra su principal campo de accion.

Estadistica es un método general, un lenguaje comun, referido a conjuntos y sus
relaciones, sirve para obtener conclusiones probables de poblaciones
imperfectamente conocidas. Este sentido genérico unido a la preocupacién por
formalizar la validez de los resultados es el que situa a la Estadistica en la
interseccidn del resto de las ciencias y le da el caracter de instrumento del Método
Cientifico.

Un punto central es caracterizar a la Estadistica como una ciencia que busca
establecer los limites de la incertidumbre y utiliza como instrumento de trabajo las
matematicas y el calculo de probabilidades para estudiar y predecir el
comportamiento de aquellos fendmenos que dependen del azar. La estadistica
puede considerarse como el arte de la decision en presencia de incertidumbre.

Tomar una decision es elegir una opcion viable, implica el andlisis profundo del
entorno en que ésta se tomara, asi como las consecuencias que puedan
acompanarla; es imprescindible para ello la recoleccidn e interpretacién adecuada
de toda la informacién relacionada con el contexto de problema y las diferentes
opciones de solucion, la que incluye el conocimiento preciso de los factores de
riesgo.

Para precisar los factores de riesgo es necesario que sean medidos y ponderados de
acuerdo con un objetivo previamente establecido; y es en este aspecto en el que la
Teoria de Probabilidades fundamenta a la Estadistica.

Los profesionales de la ingenieria que suelen desempefiarse en diversos campos
tales como: agricultura, salud, comercio, economia, finanzas, telecomunicaciones,
industria, turismo, sicologia y otros, no importando cual sea su actividad, se enfrenta
en su quehacer diario a la toma de decisiones; la habilidad que muestre para
manejar el proceso de decision es una de las caracteristicas fundamentales que lo
debe distinguir, lo acertado de esas decisiones y los beneficios que de ellas se
obtengan repercuten en el éxito tanto personal como de las organizaciones vy
sectores econdmicos en los que labora.
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Este proceso de decisién fundamentalmente requiere realizar tareas relacionados
con el manejo de informacion para el problema en estudio, con el objetivo de
generar resultados pertinentes para la toma de decisiones. En su desarrollo, el
ingeniero observa fendmenos, registra y analiza datos a través de observaciones y
con ellos realiza interpretaciones de lo que puede pasar, es decir, el profesional se
enfrenta a la incertidumbre de observar fendmenos que estdn en movimiento
sujetos a la variabilidad y la observacion que puede hacerse de ellos es limitada, por
eso es necesario el conocimiento de la Teoria de Probabilidades y de la Estadistica.

Ademas, el profesional se enfrenta a problemas asociados al tratamiento de
cantidades masivas de informacién para encontrar y describir y relacionar las
variables de interés cuyo analisis puede conducir a resolver el problema, lo que le
significara que debe conocer y manejar las herramientas tedricas y practicas que le
permitan discriminar entre “sefales” y “ruido”, y construir los modelos que
representen adecuadamente estas variables en los procesos productivos, sociales y
econémicos objeto de estudio y le sean Utiles para analizar y evaluar alternativas de
accion. Nuevamente la Estadistica y la Teoria de Probabilidades le proporcionan los
métodos y técnicas fundamentales para este analisis.

Reconociendo lo esencial que es el manejo de la incertidumbre y el riesgo en el
proceso de toma de decisiones, este libro presenta una introduccion al estudio de la
Probabilidad, resume la base tedrica y relaciona al lector con la terminologia,
conceptos, métodos y modelos utiles para describir, medir y analizar los factores de
riesgo; ha sido estructurado con el propdsito de apoyar el aprendizaje de la Teoria
Probabilidad y guiar el desarrollo de un curso basico en el que se hace énfasis en la
aplicacién de conceptos y la utilidad del andlisis probabilistico en la evaluacién de
alternativas.

En el primer capitulo, Invitacidn al Estudio de Probabilidad, se ilustra, a través de
casos tomados de la vida diaria, el manejo intuitivo de la probabilidad que las
personas aplican ante situaciones de incertidumbre para afrontar la inseguridad vy el
riesgo. En el segundo capitulo, Conceptos Basicos de Probabilidad, se hace énfasis en
las definiciones relacionadas con la materia y los métodos elementales para calcular
probabilidades. En el capitulo tres, Variables Aleatorias, se presenta la metodologia
para describir esta clase de variables y los procesos para el célculo de probabilidades
de eventos relacionados con las mismas. Finalmente, en los capitulos cuatro y cinco,
Distribuciones de Probabilidad Discretas y Continuas, respectivamente, se
presentan lo modelos matematicos mas utilizados en la descripcion de variables
aleatorias.

Considerando las sugerencias de los profesores que utilizan el material para

9
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desarrollar la tematica de sus cursos y la necesidad de ejercitar los conceptos
estudiados se presentan continuamente ejercicios de seguimiento y auto evaluacion
del aprendizaje, ademas se incluyen en cada uno de los cuatro ultimos capitulos una
coleccién de problemas resueltos y un nimero de problemas propuestos con sus
respectivas respuestas que ofrecen opciones para la evaluacién final de del
aprendizaje de la tematica

Haciendo uso de las herramientas computacionales al alcance del lector se adiciona
el apéndice “Solucidn de problemas con ayuda de las funciones de Excel” que ilustra
las aplicaciones de cada una de las funciones estadisticas que tiene esta hoja

electrdnica y se relacionan con el calculo de las distribuciones de probabilidad.

Deseo sinceramente que usted, amable lector, obtenga de este
conocimiento el mayor provecho.

Martha Guisela Gaitdn Garavito

Guatemala, 2015

10



Teoria basica de probabilidad Gaitan Garavito

CAPITULO 1

INVITACION AL ESTUDIO DE LA
PROBABILIDAD

En este capitulo se desarrolla una serie de ejemplos tomados de la vida cotidiana de
un ciudadano comun; el propdsito de presentarlos es ayudar al lector en la
comprension intuitiva del concepto de probabilidad y su aplicacion en la solucion de
problemas en los que se presentan: incertidumbre, inseguridad y riesgos; al mismo
tiempo muestran que en las decisiones que se toman dia a dia estan implicitos los
conceptos fundamentales de la teoria de probabilidad.

*

El lector, seguramente ha tenido oportunidad de participar en juegos de azar:
bingo, loteria, naipes, etc. que ilustran como, antes de conocer el resultado, se
presentan situaciones claras de incertidumbre, ya que el resultado no depende de Ia
habilidad del jugador, sino de la casualidad, del acaso. Sin embargo, se juega
porque se considera que se tiene la oportunidad de ganar, es posible ganar, jexiste
la probabilidad de ganar!

La probabilidad intuitiva de un evento es el grado de creencia o confianza que
determinado individuo coloca en la ocurrencia de dicho evento, basandose para ello
en la evidencia de que dispone. Sin embargo en la solucién de problemas, bajo
riesgos o incertidumbre no basta determinar que existe una probabilidad de
ocurrencia de un evento, es fundamental interpretarla y utilizar esa informacion
para tomar decisiones que lleven a la consecucién de un objetivo, que puede ser
ganar el juego o en ultima instancia minimizar las pérdidas.

Existen variedad de problemas en que se presenta la necesidad de prever riesgos y

en el afan de minimizarlos se analiza la probabilidad de ocurrencia de los hechos que
implican esos riesgos. En seguida algunos casos.

No puedo llegar tarde

*

Este supuesto se fundamenta en la probabilidad que existe de que cada persona
haya participado al menos una vez en un juego de este tipo.
11
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Hace sesenta y cinco dias usted empezd a trabajar en una compaiiia de
prestigio como asistente de la Gerencia de Mercadeo, ha colaborado intensamente
para elaborar un plan de comercializacion para un producto lider y se le ha
convocado a una reunion con el Consejo Directivo el dia de mafiana a las 8:00 horas
para la presentacién del plan. Su exposicidon esta preparada, espera demostrar su
capacidad y consolidarse en la compaiiia. Particularmente ese dia necesita estar
puntualmente en la oficina, no le estad permitido hacerse esperar.
éCémo puede minimizar el riesgo de llegar después de la hora sefialada?
éExiste la posibilidad de que ocurra un imprevisto en el camino, un atraso en el
transito?

Quizas son sucesos poco probables, pero, saldra mas temprano de su casa.
¢Qué tan temprano saldra?

De acuerdo con su experiencia (65 dias) supone que en el trayecto es poco probable
gue tome mas de 30 minutos, nunca le ha ocurrido, siempre sale de casa a las 7:30
horas y llega justo con su horario de trabajo.

Mafiana saldra a las 7:20 horas; esa es su decisidon para minimizar sus riesgos, para
minimizar la probabilidad de llegar después de las 8:00 horas.

Viaje de vacaciones

Suponga que organiza un viaje de vacaciones recorriendo las ciudades de Viena,
Paris, Roma, Madrid, etc.

La forma mas prdctica y segura es que acuda a una agencia de viajes y escoja un
paquete vacacional que presente la mejor alternativa. Si este paquete en el rubro de
las comidas no incluye el almuerzo, équé aspectos tomarda en cuenta para
presupuestar sus gastos de almuerzo? Necesita informaciéon sobre el precio
promedio de algunas comidas, éino es asi?, pues supone que el precio no es el
mismo en todos los lugares, los precios varian.

Los precios pueden variar de una ciudad a otra, pero el precio esperado y una
medida de variabilidad de los mismos le seran utiles para planear su presupuesto y
tomar otras decisiones con respecto a su viaje.

El seguro médico

Si necesita minimizar los riesgos de quedarse sin dinero en su viaje de vacaciones,
considera la alternativa de comprar un seguro contra accidentes o enfermedad,
algunos paquetes vacacionales ya los incluyen, esto es porque, aunque minima,
existe la probabilidad de que un accidente ocurra.

12
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Al tomar la decisién de adquirir un seguro médico, o de otro tipo, se esta
considerando la probabilidad de que ocurran algunos hechos de riesgo.

Si usted tiene un seguro, épor qué lo adquirié? Al razonar su respuesta, éiemitio
un juicio basado en probabilidades?

Los problemas profesionales no distan de los particulares en presentar
incertidumbre y riesgo, quizas en los primeros una decisién equivocada presente
mayores complicaciones, por lo que considerar la probabilidad de eventos de riesgo
y actuar para minimizar sus consecuencias es sumamente importante.

En seguida otros casos de aplicacién.

Modelos de inventarios

Un problema de inventario existe cuando es necesario guardar bienes o mercancias
con el propdsito de satisfacer una demanda sobre un horizonte de tiempo
especificado, la mayoria de empresas deben almacenar bienes para asegurar un
trabajo uniforme y eficiente en sus operaciones.

Las decisiones de cuando hacer pedidos y en qué cantidad, son tipicas de cada
problema.

Dado que la demanda es variable (X), y posiblemente no estd completamente
determinada, algunas veces se considera mantener un nivel de seguridad (numero
de piezas en inventario) para asegurarse que estas no falten y por lo tanto no se
presente insatisfaccidon en la demanda.

Conociendo las posibles variaciones de la demanda, la distribucion de
probabilidades de la demanda, el tamafio de este nivel se determina de modo que la
probabilidad de quedarse sin articulos durante el periodo anterior a la llegada de un
pedido, no exceda un valor especificado, tendiendo a cero, ya que, al no surtir la
demanda, la insatisfaccion de los clientes implican pérdidas para la empresa.

Muestreo de trabajo

La teoria de muestreo de trabajo se basa en las leyes fundamentales de la
probabilidad. Un problema de este tipo consiste en determinar el tiempo que se
espera que un equipo esté inactivo durante una jornada de trabajo, y calcular de
esta forma, el tiempo efectivo de trabajo del equipo. Para ello se debe contar con
informacién sobre la probabilidad que ocurran los eventos: el equipo se encuentra

13
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aw_n

trabajando (E) y el equipo se encuentra inactivo (F). Si la probabilidad de E es “p” se
infiere que el equipo se encuentra trabajando el p% del tiempo o jornada de
trabajo, y que el equipo se encuentra inactivo el (1-p)% de este tiempo, lo que
implica un desperdicio de la capacidad instalada.

Algunas aplicaciones profesionales no son especificas en su planteamiento, como
los casos anteriores, por ejemplo, en el desarrollo de proyectos, hay tantas
decisiones de riesgo que es dificil sefialarlas en su totalidad.

Iniciando un negocio

Jacinto Ruiz esta interesado en instalar una cafeteria en un local cercano a la
universidad, tiene una cantidad de dinero ahorrada que invertira en la iniciacion y el
equipamiento del negocio, su deseo es planificar y organizar su cafeteria
minimizando el riesgo de fracasar y perder el dinero invertido.

Al planear el negocio, Jacinto necesita tomar decisiones que parecieran faciles pero
no lo son, preguntas como las siguientes son comunes en problemas como este.

1. ¢Qué clase de alimentos vendera?

Por supuesto que los que considere que tienen una demanda mayor, los que el
consumidor solicita con mas frecuencia. Las demandas no son conocidas con
certeza, pero se puede estimar la probabilidad de que una persona solicite una
gaseosa, un refresco u otro producto especifico, por lo que se considerara necesario
incluirlas en el menu si es muy probable que sean requeridos. Un analisis basado en
la teoria de probabilidad debe hacer Jacinto para cada producto que ofrecera al
publico.

2. ¢Qué cantidad de cada producto, por unidad de tiempo, tendra en el local?

Este es un problema de inventarios, debe decidir cuantas unidades de cada
producto debe comprar o elaborar a fin de satisfacer a la probable clientela,
minimizando el riesgo de faltantes o excedentes.

*

Las demandas, como se anotd anteriormente, son variables aleatorias, no se
conocen con certeza, pero es posible asignarles valores entre ciertos rangos vy
construir una distribucién de probabilidades , por ejemplo , es muy probable que se
consuman al dia menos de 4 cajas de gaseosas, por lo tanto es necesario almacenar
no mas de cuatro cajas.

*Aleatorio, del latin aleatorius, que depende de un suceso fortuito. Relativo al azar.
14
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3. ¢Qué ingreso por las ventas espera en un dia? Asi determinara si al descontar
sus gastos de alquiler del local, energia, empleados, costos de materiales y otros,
obtiene un rendimiento adecuado a su inversidn y a su trabajo.

Responder esta pregunta implica analizar el comportamiento de variables como:
numero de clientes que llegan por dia, valor, en quetzales, del consumo por cliente,
costo mensual de energia, etc. que tampoco toman valores completamente
determinados, son variables aleatorias, su valor esta influenciado por la casualidad,
por factores que Jacinto no puede controlar completamente, por lo que sus
decisiones se basan en valores esperados o en valores mas probables.

Negociacion internacional

En una relacion de negocios de cualquier indole estan presentes diferentes riesgos
qgue las empresas participantes evallan para determinar que tan conveniente es la
transaccién.

La compafiia ENERGIASA esta considerando la alternativa de invertir en la compra de
una empresa que tiene como actividad la comercializacion de Energia Eléctrica.
Antes de ofertar para la compra, debe realizar algunos estudios que representan
costos.

Un analisis profundo de los beneficios que le traera la inversion implica la busqueda
de toda la informacion relacionada con la empresa, el pais en donde se encuentra,
los mercados potenciales: locales, nacionales o regionales del producto o servicio,
etc.

A continuacidn se presentan algunas consideraciones elementales:

A. Suponiendo que ENERGIASA tiene una cantidad determinada de ddlares
para explorar nuevas oportunidades de inversidn y que existen varias empresas a la
venta. ¢Qué empresas son mas atractivas para iniciar un proceso de negociacion?
¢Qué cantidad de dinero esta ENERGIASA dispuesta a invertir para investigar y
obtener informacién de las condiciones econdmicas a nivel micro y macro en las que
se desarrolla el negocio y se desarrollard a un largo plazo? ENERGIASA debe
considerar el riesgo de invertir para darse cuenta de que no es una negociacion
conveniente o por lo contrario, tiene una posibilidad de convertirse en un negocio
rentable. La decisidén de invertir para explorar las oportunidades de éxito se basan
en qué tan probable es que se llegue a concretar una negociacién con una
rentabilidad atractiva a largo plazo.

B. Si al concluir el estudio preliminar decide participar como ofertante en una
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subasta, debe analizar los términos contractuales de tal forma que las garantias
ofrecidas por el vendedor estén completamente claras y los riesgos minimizados. En
relacion con las condiciones econdmicas, politicas y sociales del pais donde se hace
la negociacion, éexiste la probabilidad de que cambien? ¢Qué efecto tienen los
posibles cambios en el negocio? ¢Qué cambios se esperan?. El conocimiento de los
riesgos que implica un cambio en la situacion econdmica, politica o social exige que
las condiciones contractuales ofrezcan proteccion y minimicen el efecto negativo si
éste existe.

C. Al realizar un avallo de los activos de la empresa que esta en venta, es
necesario determinar la confiabilidad de funcionamiento, la vida util probable,
senalar las posibilidades de falla en un plazo sefialado, o la posibilidad de problemas
en el suministro de insumos, que al presentarse no permitirian el funcionamiento
adecuado del equipo y por lo tanto, tampoco se podria satisfacer la demanda del
servicio y la empresa se veria afectada en sus ingresos.

D. Al tener recolectada y analizada toda la informacion relacionada con la
compra y al decidir hacer una oferta, es necesario cuidar de no sobre estimar el
valor de la empresa, ya que se estd participando en una subasta, donde todos los
oferentes desean que se les adjudique la compra pero sin sobrepasar excesivamente
el valor de las otras ofertas. ¢ Qué estrategia de oferta se elaborara para maximizar
la probabilidad de que el negocio se realice ofreciendo la rentabilidad
atractiva?..........

Al concluir este capitulo es necesario enfatizar que el analisis de la probabilidad de
un evento estd ligado a la toma de decisiones y por lo tanto presente en el
desarrollo de cualquier actividad, sin embargo la aplicacién del concepto intuitivo
implica, ademas de considerar que existe la probabilidad de que ocurra un hecho,
tener una medida de la misma, que permita determinar si es frecuente o es remoto
que ocurra, es necesario asignarle un nimero que indique que tan probable es el
hecho, el estudio de la Teoria de Probabilidad da el fundamento matematico para
hacerlo.

Finalmente es importante apuntar que los criterios de decision, por ejemplo, la
probabilidad de que un suceso ocurra, no tienen la misma relevancia para todas las
personas, algunas asumen riesgos grandes, otras son conservadoras y prefieren no
arriesgarse, la decisién es de cada persona.
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CAPITULO 2

CONCEPTOS BASICOS DE
PROBABILIDAD

HAY QUE CAPTURAR AL LADRON

La Sociedad Prisma tiene un supermercado en la colonia El Valle, y por su seguridad
se disefid un sistema de vigilancia para identificar a los ladrones que tienen alli su
centro de operaciones. El supermercado estad dividido en dos zonas A y B, la
primera, en vista de que los articulos que se venden son de gran demanda, estd
siempre ocupada por una clientela numerosa, en tanto que en la segunda la
clientela es menos densa. La direccion dispone de dos policias no uniformados que
rondan en las zonas A y B, por otra parte se han instalado camaras de television que
permite vigilar las zonas a partir de un local C en donde se encuentran las pantallas.
Asi los policias pueden encontrase en A, en B o en C en tanto que los ladrones, se
supone, solo pueden encontrase en A o en B.

De acuerdo a los registros sobre seguridad, que se han llevado cuando se han
detectado robos, los policias han podido establecer probabilidades para descubrir y
capturar al ladron. Considerando, gracias a su experiencia, que si un ladrén se
encuentra en A, y un policia en C la probabilidad de capturarlo es 0.3; si el policia se
encuentra en A la probabilidad de capturarlo es 0.4 y asi para todas las posiciones
posibles del policia y del ladrén. Esto datos se muestran en seguida:

PROBABILIDADES DE CAPTURA

Posicion del Posicion del Ladrén
Policia
17
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A
C 0.3
A 0.4
B 0.1

0.5
0.2
0.7

Gaitan Garavito

Pero si los dos policias se encuentran en A (AA), en B (BB) o en C (CC), bajo los
supuestos que cada policia actua de forma independiente y ambos posee la misma
capacidad y habilidad por lo que tienen la misma probabilidad de capturar al ladrén,
las probabilidades totales de capturar al ladrén se calculan aplicando el principio de
probabilidades: La probabilidad de capturar al ladrén es igual a la probabilidad de

gue lo capture uno u otro policia.

Asi, si el ladron esta en Ay los policias en C la probabilidad de que lo capturen es:

P (CC) = P(C) + P(C) - P(C) * P(C),

P(CC)=0.3+0.3-0.3*0.3=0.51

Las asignaciones para las 12 posiciones posibles se muestran a continuacion.

Posicion de Posicion del Estrategia
los policias ladron de policias
Frecuencias
A B
cC 0.51 0.75 X
AA 0.64 0.36 X
BB 0.19 0.91 X,
CA 0.58 0.60 X,
CB 0.37 0.85 X,
AB 0.46 0.76 X
Estrategia
del ladrén
Frecuencias Y, Y,

El problema que se presenta, es seleccionar la mejor “estrategia” para capturar al

ladrén, llamando estrategia a un conjunto de frecuencias Xi,

i=1, 2, 3,4, 5, 6,

positivas y cuya suma es igual a 1, que representan la proporcién del tiempo que hay
gue asignar a la vigilancia en las combinaciones CC, AA, BB, CA, CB, AB.

18
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La determinacion de esta estrategia, representa una aplicacion de la Teoria de

*
Juegos que se ilustra a continuacion para resaltar la importancia del estudio de la
teoria de Probabilidades.

Se pueden considerar infinidad de estrategias. Suponga que se adopta la estrategia
siguiente: El 25 % del tiempo los policias estan en AA, el 20 % en BB, el 15 % en CB y
el 40 % en AB, esto es: X = 0.00, X,= 0.25, X, =0.20, X, =0.0, X =0.15, X =0.40

Entonces si un ladrdén esta en A la probabilidad de captura es:

La probabilidad de que los policias estén en AA y capturen al ladréon, o en BB vy
capturen al ladrén, o en CB y capturen al ladrén, o en AB y capturen al ladrén.

Aplicando el Teorema de Probabilidad Total, esta es igual a :

P (AA) * P (captura / AA) + P(BB) * P(captura / BB) + P(CB) * P(captura /CB) + P(AB) *
P(captura/AB)

P (captura) =0.64*0.25 + 0.19*0.20 + 0.37* 0.15 + 0.40*0.46=0.4375
Con el mismo planteamiento, si el ladrdn esta en B, la probabilidad de la captura es:
P (captura) = 0.36*0.25 + 0.91*0.20 + 0.85*0.15 + 0.70* 0.4 = 0.7037

De igual forma, y bajo el supuesto que actua un ladrén a la vez, el ladrén tiene que
decidir una estrategia Yi, i= 1,2, dos frecuencias positivas cuya suma es 1, que
representan la proporcion de sus visitas en las zonas A o B.

Es evidente que las estrategias deben permanecer secretas para ambos grupos
antagonicos y es conveniente que las decisiones sucesivas de unos y los otros sean
aleatorias, si no fuera asi, que suerte la del ladréon si hubiera descubierto la
secuencia de los desplazamientos de los policias o que mala suerte si los policias
descubrieran la manera de actuar de él.

Suponga que los policias buscan la estrategia de tal forma que puedan estar seguros
de obtener cuando menos una probabilidad g de capturar al ladrén cualquiera que
sea su comportamiento. Los ladrones buscan su estrategia de tal forma que tenga
cuando mas una probabilidad g de ser capturados cualquiera que sea la forma de

*
La teoria de Juegos es una teoria matematica que estudia las caracteristicas generales de los
problemas de decisién en los que dos oponentes inteligentes tienen objetivos en conflicto.
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actuar de los policias. Estableciendo asi un equilibrio entre individuos: policias y
ladrones.

Es facil comprobar que esas frecuencias y el limite g comun deben satisfacer las
relaciones siguientes:

X + X+ X+ X, +X +X, =1

0.51 X, +0.64X, + 0.19X, + 0.58X, + 0.37 X, + 0.46X. > g
0.75X,+0.36 X,+0.91X,+0.6 X, +0.85 X, +0.76X > g
Y, +Y,=1

0.51Y,+0.75Y, < g

0.64Y,+036Y,< g

0.19Y,+091Y,< g

0.58Y,+06Y, < g

037Y,+085Y,< g

0.46Y,+0.76Y, < g

Las variables estan todas comprendidas entre 0 y 1 incluyendo los limites

Resolviendo las ecuaciones y desigualdades del ladrén, sustituyendo Y, =1-Y,y
considerando todas las desigualdades como ecuaciones, se obtiene:

075-024Y,=g (1)
036+0.28Y,=g  (2)
091-0.72Y, =g (3)
0.60-0.02Y, =g (4)

0.85-0.48Y, =g (5)
20
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0.76-0.30Y, =g (6)

La variable Y, comprendida entre 0y 1 incluyendo los limites.

Solucion
Método Grafico

Frobabilidad g

10 :
0 1

valores de Y

-*-ractal  — recta? —* recta3
—%- rectad ™ rectaft & rectab

Utilizando el método grafico para la solucion del problema, se trazan las 6 rectas en
el sistema de coordenadas (Y;, g) Todo punto de la zona rayada constituye una
solucidn posible, puesto que satisface todas las desigualdades, el valor mas pequeiio
de g se encuentra en la interseccion de las rectas 2 y 4.

g=0.36 +0.28 Y;
g =0.60 - 0.02Y;

Entonces Y,=0.8, Y,=0.2, g=0.584
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Asi que seleccionando esta estrategia los ladrones tienen una probabilidad no mayor
de captura de 0.584, esto es, adoptando la estrategia de robar 4 de cada 5 (0.8)
veces en Ay 1 de cada 5 (0.2) veces en B.

Para conocer la estrategia de los policias, hay que admitir, sin demostracién, dos
propiedades fundamentales de la Teoria de Juegos.

1. Existe un ndmero Unico g que constituye a la vez un limite superior para los
ladrones y un limite inferior para los policias.

2. A toda desigualdad que no aparece en la solucion 6ptima de los ladrones le
corresponde para el adversario una variable nula.

Aqui el dptimo corresponde la interseccion de las rectas 2 y 4 y son las ecuaciones
para el 6ptimo del ladrén, por lo que X4, X3, Xs, y X deben ser nulas, entonces

0.54X, + 0.58X, =g =0.584

0.36X, + 0.60X; =g =0.584
De donde,
X,=1/15 X4=14/15

Finalmente pasando 1/15 del tiempo los dos en Ay 14/15 de su tiempo uno en Cy
otro en A los policias tendran una probabilidad de captura igual a 0.584.

Ha surgido una interrogante......

Uno de los asesores del gerente del supermercado, al que se le mostré el problema
hizo la observacidn que era interesante considerar la rentabilidad de la vigilancia.
Suponga que se suprime la televisidn, entonces las combinaciones en las posiciones
de los policias se reducen a:

Posicion de | Posicion  del | Estrategia

los policias | ladrén de policias
A B

AA 0.64 |0.36 X

BB 0.19 |0.91 X,

AB 0.46 |0.76 X,

Estrategia Y, Y,

del ladrén

Las rectas a considerar son la 2, 3, y 6 y la solucion éptima esta dada por la
interseccidon de las rectas 2y 6, tal que: Y;=0.69 Y,=0.31, X;=0.53 X3=0.47y
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g = 0.55. Por consiguiente la probabilidad de captura solo se incrementa en 0,034
gracias a la televisidn, lo que plantea el problema de saber si este costoso equipo es
verdaderamente util para llegar a un resultado minimo.

3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k %k 3k %k 3k 3k %k %k 3k 3k %k %k k %k %k k ¥

1. Teoria de probabilidad

Muchos de los eventos que ocurren en la vida diaria no pueden ser predichos con
exactitud por distintas razones, la mayoria de los hechos estan influidos por factores
externos a los individuos que participan en ellos. Asi, existen aquellos sucesos que
estan directamente influidos por el azar, es decir por procesos o situaciones que
estan fuera del control individual, por tanto no se puede estar seguro de que el
suceso vaya a ocurrir.

La definicion de probabilidad, como cualidad de probable, se hace necesaria en
estos casos para medir, por alguna razon de interés, la posibilidad de que puede
ocurrir un suceso o evento. La probabilidad es la caracteristica de un evento que
existen razones para creer que este se realizara.

El concepto de probabilidad nace con el deseo del hombre de conocer con certeza
los eventos futuros, la idea que generalmente se tiene del término es adquirido en
forma intuitiva, siendo esto suficiente para manejarlo en la vida corriente.

El estudio de probabilidades se inicia como una herramienta utilizada por los nobles
para ganar en juegos y pasatiempos de su época, el desarrollo de estas herramientas
fue asignado a matematicos de la corte, surgiendo la Teoria de Probabilidad.

La Teoria de Probabilidad es la teoria matemdtica que modela los fendmenos
aleatorios, un fendmeno aleatorio es aquel que, a pesar de realizarse el experimento
bajo las mismas condiciones determinadas, tiene como resultados posibles un
conjunto de alternativas. Estos experimentos deben contraponerse a los fendmenos
deterministicos en los cuales el resultado de un experimento, realizado bajo
condiciones determinadas, produce un resultado Unico o previsible.

La Teoria de Probabilidad permite acercase a los experimentos y sucesos aleatorios y
estudiarlos, ponderando las posibilidades de su ocurrencia y proporcionando los
métodos para tales ponderaciones.

La Teoria de Probabilidad permite estudiar los eventos de manera sistémica y mas
cerca a la realidad, retribuyendo este estudio con informacion precisa y confiable vy,
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por tanto, mds util para aplicarla a diversas disciplinas humanas. Su interés es la
medida numérica de la posibilidad de que ocurra un suceso cuando se realiza el
experimento aleatorio. A esta medida se llama probabilidad del suceso.

2. Experimentos aleatorios y modelos matematicos

El proceso de toma de decisiones y la solucién de problemas tiene implicita una fase
de observacién de la realidad, deben analizarse y estudiarse los hechos de los cuales
deseamos obtener conclusiones y por lo tanto, informacion para solucionar los
problemas.

En la observacion de la realidad se llevan a cabo experimentos cuyos resultados no
estan determinados por las condiciones bajo las cuales se realizan ya que son
influenciados por el azar, por factores no controlables por parte del experimentador,
como se indicé en los parrafos anteriores, a estos experimentos se le Ilaman
experimentos aleatorios.

Un experimento aleatorio es cualquier operacién o proceso fisico que produce un
resultado o una observacion de una variable y cuyo resultado no puede predecirse
con exactitud, debido a que las condiciones bajo las cuales se realiza no determinan
completamente ese resultado. En el experimento aleatorio no existe un solo
resultado posible, sino un conjunto de resultados asociados a él. El concepto de
probabilidad es necesario en éste caso para evaluar la posibilidad de ocurrencia de
cada uno de los resultados.

Para ejemplificar un experimento aleatorio, considere el caso del vendedor de
periddicos que vende ambulantemente los ejemplares, lleva todos los dias un
nimero determinado de ellos, pero no sabe con exactitud cudntos venderd, la
demanda esta influenciada por el azar no por factores controlables por el vendedor.

2.1 Caracteristicas de un experimento

1. Es posible repetir indefinidamente el experimento sin cambiar sustancialmente
sus condiciones.

2. Aunque no se puede predecir un resultado en particular, se puede describir el
conjunto de resultados posibles.

3. A medida que se repite el experimento, se repiten los resultados individuales,
presentandose una regularidad estadistica, esta regularidad permite generalizar un
comportamiento a largo plazo y elaborar un modelo tedrico que describa con
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precision el fendmeno observado, este modelo es llamado Modelo Matematico del
experimento aleatorio.

Continuando con el caso el vendedor de periddicos, si el observa que todos los dias
vende entre 20 y 25 periddicos y que de 60 dias registrados, 10 de ellos vendié 20
periddicos, en otros 10 dias vendié 21 periddicos, y asi sucesivamente, (10 dias
vendio 22 periddicos, 10 dias vendié 23 periddicos, 10 dias vendié 24 periddicos y 10
dias vendioé 25 periddicos), el modelo puede generalizarse estableciendo que con la
misma frecuencia vende 20, 21, 22, 23, 24 o 25 periddicos.

Es importante, comprender la diferencia entre teoria y realidad, las teorias son
sistemas de conceptos propuestos para explicar los fendmenos del mundo real, son
aproximaciones de la realidad, y pueden ser representados por relaciones
matematicas, Modelos Matematicos. Al escoger un modelo esperamos que este
refleje fundamentalmente las caracteristicas del proceso observado, de tal manera
gue se pueda utilizar para llegar a conclusiones sobre el proceso mismo, debe ser
tan sencillo como sea posible, en él se omiten detalles, se simplifican los hechos,
pero debe describir con suficiente exactitud los rasgos y propiedades de la realidad.

Los llamados Modelos Probabilisticos son los que permite escribir a los
Experimentos Aleatorios y son estudiados en |la Teoria de Probabilidad.

3. Probabilidad

Es una medida de la creencia que un evento futuro puede ocurrir, asi, es una medida
de la posibilidad que se produzca un hecho, un acontecimiento o un resultado en
una serie de experimentos repetidos en condiciones similares. Como ejemplo puede
escucharse decir que una maquina tiene un 5% de probabilidad de fallar en cierto
periodo de funcionamiento, porque esto se ha evidenciado con la experiencia en la
operacion de la maquina.

Se mide la probabilidad de un suceso (A) por medio de un nimero entre cero y uno
0 su equivalente en porcentaje, entre cero y cien por ciento, representandola por la
expresion P(A). Cuando mas probable es, mds proximo serd a uno (100%), cuando
menos probable, mas proximo a cero (0%).

Como se puede imaginar, existen eventos que siempre, no importa la situacion,
ocurren y otros que nunca ocurren. Los que siempre ocurren son los eventos
seguros y los que nunca son los eventos imposibles. En la teoria estudiada, al suceso
imposible le corresponde la probabilidad igual a cero y para los seguros le
corresponde un valor de probabilidad igual a uno.
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4. Conceptos fundamentales
4.1 Espacio Muestral

Es el conjunto de todos los resultado posibles de un experimento, para definirlo hay
que tener una idea clara de lo que se observa, ya que para el mismo experimento,
conforme a un interés particular, pueden establecerse distintos conjuntos de
resultados. Por ejemplo, al lanzar un par de dados, el espacio muestral estara
formado por las parejas ordenadas (x, y) que representan respectivamente el
numero que muestra el primer dado y el segundo dado:

s ={(11),(1,2), (1,3), (1,4), (1,5) ,(1,6), (2,1), (2,2) ,(2,3) ,(2,4), (2,5), (2,6),
(3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6) , (4,1), (4,2) ,(4,3) ,(4,4) ,(4,5) ,(4,6) ,(5,1) ,(5,2),
(5,3) ,(5,4), (5,5) ,(5,6), (6,1) ,(6,2) ,(6,3), (6,4), (6,5) ,(6,6)}.

Este espacio muestral como parejas ordenadas puede ser de interés en el caso si se
ganara una cantidad de dinero igual o proporcional a la suma de los dos nimeros
gue aparecen, pero si la ganancia del juego es directamente proporcional al mayor
de los numeros, el interés recaera en anotar Unicamente el mayor de los niumeros
no importando que dado lo mostrd, asi el especio muestral original podra ser
transformado a una variable aleatoria:

$={1,2,3,4,5, 6}
4.2 Suceso o evento

Una parte del espacio muestral se denomina evento o suceso, esto es, un
subconjunto del espacio muestral.

Si se lanza un dado y se observa el nUmero que muestra la cara superior, el espacio
muestral se define como S={1, 2, 3, 4,5, 6}, y un evento es A = {2,4,6} corresponde
al subconjunto de los resultados pares que se pueden obtener.

Son sucesos especiales: el suceso universal, que contiene todos los resultado
posibles, U =S ={1, 2, 3, 4, 5, 6 }; el suceso elemental, que es el subconjunto que
contiene solo un elemento y existe si el espacio muestral es un conjunto numerable.
Asi, al lanzar un dado son sucesos elementales A = {1}, B = {2}, C ={3}, etc.

4.3 Sucesos mutuamente excluyentes

Si dos 0 mas sucesos de un espacio muestral no pueden ocurrir simultdneamente se
dice que son excluyentes o disjuntos. Es decir la ocurrencia de un evento impide
automaticamente la ocurrencia del otro evento u otros eventos.
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Considere nuevamente el lanzamiento de un dado, S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Sea A el
evento la cara del dado muestra un nimero par, A={2, 4, 6} y sea B el suceso la cara
del dado muestra un nimero impar, B = {1, 3, 5}, Ay B son excluyentes no pueden
ocurrir simultaneamente, un niumero no es par e impar a la vez.

Si es posible que de dos sucesos ocurran juntos se dice que son no excluyentes o
conjuntos, esto no indica que necesariamente deben ocurrir estos eventos en forma
simultanea, para estos sucesos se puede definir otro suceso denominado

Interseccion ( (1)) que implica la ocurrencia de los dos (A y B). Este concepto puede
generalizarse a mas de dos sucesos.

Asi, en el lanzamiento del dado, sea C el suceso la cara del dado muestra el nimero
divisible por 3, entonces C={3, 6}, Ay C no son excluyentes, existe un nimero que
implica la ocurrencia de uno y el otro, la cara del dado muestra un nimero par y
divisible por tres, A() C = {6}

4.4 Suceso complementario

En un espacio muestral al definir un evento E se puede determinar un evento

C
complementario al mismo E que implica la no ocurrencia de E.

(o}
Sea A el suceso definido anteriormente, la cara del dado muestra un nimero par, A

C
se define entonces como la cara del dado no muestra un nimero par, A ={1, 3,5}
y es igual al suceso B

4.5 Union de sucesos

Si en un espacio muestral se definen una serie de sucesos A, B, C, etc. Se pueden
determinar otros sucesos a través de la Unién (U) de los ellos.

Z=AUB eselsucesounion de Ay B, que ocurre si al menos uno ocurre, estoes Ao
B ocurren. Este concepto se puede generalizar para mds de dos sucesos.

Sean Ay C los sucesos definidos en los parrafos anteriores,

AUC={2,4,6, 3}
La cara del dado muestra un nimero par o un numero divisible por tres.

Ejemplos:

27



Teoria basica de probabilidad Gaitan Garavito

2.1. Considere el siguiente experimento: se elige un nimero al azar entre el 1, 2,
3,4, 65y se elige un color entre el rojo, el verde y el azul.

Por lo tanto, el espacio muestral del experimento estd dado por el conjunto de
parejas:

S={ (L,R), (1,V), (1,A), (2,R), (2,V), (2,A), (3,R), (3,V), (3,A), (4,R), (4,V), (4,A), (
5,R), (5,V), (5,A)}

Si se define el suceso A como “elegir el nimero 1 o el 2 y el color rojo”, este suceso
esta formado por las parejas (1,R) y (2,R)
A ={(1,R), (2,R)}

Si se define el suceso B como “elegir un numero impar y el azul” este suceso esta
formado por las parejas (1,A), (3,A), (5,A),
B={(1,A), (3,A), (5A) }

Se hace notar que el espacio muestral esta formado por 15 parejas, por lo que es un
conjunto numerable y se denomina espacio muestral discreto y es finito.

2.2. Considere el experimento que consiste en realizar una carrera de 100
metros, si el tiempo empleado en llegar a la meta puede estar comprendido entre 5
y 20 segundos:

El espacio muestral del experimento es el conjunto S ={t/5<t<20}

El suceso A, “ el corredor llega después de 10 segundos” se identifica,
A={t/10<t<20}={t/t>10}

El suceso B, “el corredor llega a la meta en menos de doce segundos pero en mas de
seis” se identifica,
B={t/6<t<12}

El suceso A interseccion B se define como “el corredor llega a la meta en menos de
12 segundos pero en mas de 107,

C=ANB={t/10<t< 12}
El suceso D “el corredor llega a la meta en a lo mas doce segundos y una centésima

“ se identifica:
D={t/5<t<12.01}
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El espacio muestral de este experimento estd formado por infinitos puntos en el
segmento 5 <t < 20 de los numeros reales, a este espacio muestral se le denomina
espacio muestral continuo y que sus elementos se consideran no numerables.

2.3. Al seleccionar una persona al azar y clasificarla de acuerdo a su grupo
sanguineo, se le puede ubicar en el grupo O, A, B, o AB. El conjunto de todas las
posibles clasificaciones es el espacio muestral (S) del experimento

S={0, A, B, AB}

Una persona puede clasificarse en el grupo A o en el grupo O pero no puede
clasificarse en los dos grupos, los eventos X: la persona tiene sangre tipo Ay Z: la
persona tiene sangre tipo O son excluyentes porque no pueden ocurrir juntos.

Si el suceso E se define como, “al sujeto le corresponde la clasificaciéon B”, el suceso

C
Complemento de E (E ), estd definido como la no ocurrencia de E, el sujeto no tiene
tipo de sangre B, que incluye a los grupos O, A, AB

E={B} E ={0, A AB}

Resuelva

2.4 Dos tabletas contra el resfriado se colocan accidentalmente en una caja que
contiene 2 tabletas de aspirina, las cuatro tabletas son idénticas. El paciente A toma
una tableta de la caja y se la toma, luego el paciente B selecciona una de las tres
restantes y se la toma.

a) Numere el espacio muestral considerando sus 12 elementos.

b) Identifique el suceso X, el paciente A sacd una tableta contra el resfrio.

c) Enumere el suceso Y de que exactamente uno de los dos pacientes sacé una
tableta contra el resfrio.

d) Indique el suceso W, ninguno seco una tableta contra el resfrio.

2.5 Dos focos se mantienen encendidos hasta que dejan de funciona. Se supone
gue ninguno durard mas de 1600 horas. Defina el espacio muestral del experimento
y los sucesos:

A: ambos focos duran menos de 1000 horas.

B: Ninguno se funde antes de las 100 horas.

C: El menor tiempo de duracion de las dos es 100 horas

5. Probabilidad de un suceso

La probabilidad es una medida sobre la escala de 0 a 1 de tal forma que, como ya se
indicé, al suceso imposible le corresponde el valor de 0, al suceso seguro le
corresponde el valor de 1, asi, los otros sucesos tendran una probabilidad
comprendida entre Oy 1
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El concepto de probabilidad, no es unico, se puede considerar desde distintos
puntos de vista: el objetivo y el subjetivo y a través de la historia se han desarrollado
tres enfoques conceptuales diferentes para definir la probabilidad y determinar los
valores de probabilidad.

El enfoque casico
Establece que si hay x posibles resultados favorables a la ocurrencia de un evento A
y z posibles resultados desfavorables la ocurrencia del evento A, y todos los
resultados son igualmente posibles y mutuamente excluyentes (no pueden ocurrir
dos o mas resultados al mismo tiempo) entonces la probabilidad de que ocurra A es
P(A) = x / (x+2)

Este enfoque es llamado enfoque a priori porque permite (en el caso de que pueda
aplicarse) calcular la probabilidad antes de observar cualquier evento de muestra. El
enfoque clasico se basa en el supuesto de que cada resultado del experimento es
igualmente posible que los otros. Este punto se amplia mas adelante al desarrollar el
tema de Equiprobabilidad.

El enfoque de frecuencia relativa
Cuando un experimento aleatorio se repite un gran nimero de veces, los posibles
resultados tienden a presentarse con una frecuencia muy parecida, la regularidad
estadistica, lo cual indica que la frecuencia de aparicion de cada resultado tiene a
estabilizarse.

El enfoque de frecuencia relativa, llamado también enfoque empirico, determina la
probabilidad sobre la base de la proporcidn de veces que ocurre un evento favorable
en un numero de observaciones realizadas del experimento. La determinacion de los
valores de probabilidad se base en la observacién y recopilacion de datos. Se
continuara con la definicion frecuentista de probabilidad mas adelante.

El enfoque subjetivo

Existen muchos experimentos que no se pueden repetir bajo las mismas
condiciones, y por tanto, no puede aplicarse la interpretacion objetiva de
probabilidad. En estos casos es necesario acudir a un punto de vista alterno, que no
dependa de las repeticiones sino que considere la probabilidad como un concepto
subjetivo que exprese el grado de creencia o confianza individual sobre la posibilidad
de que el suceso ocurra. Se trata de un juicio personal y es posible, por tanto, que
diferentes observadores tengan distintos grados de creencia sobre las posibilidades
de los resultados y que son igualmente validos.
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La probabilidad de ocurrencia de un evento es el grado de creencia por parte de un
individuo que un suceso ocurra, basado en toda la evidencia a su disposicion. Bajo
esta premisa se puede decir que este enfoque es adecuado cuando solo hay una
oportunidad de ocurrencia del evento, es decir el evento ocurrird o no ocurrird una
sola vez.

6. Definicion axiomatica de probabilidad

La definicion axiomatica de probabilidad es quizas la mas simple de todas las
definiciones ya que estd basada en un conjunto de axiomas que establecen
requisitos minimos para dar una definicion de probabilidad. La ventaja de esta
definicion es que permite un desarrollo riguroso y matematico de la probabilidad.
Fue introducida por Kolmogorov y aceptada por estadisticos y matematicos en
general.

Esta aproximacion axiomatica que generaliza el marco clasico de la probabilidad, la
cual obedece a la regla de calculo de casos favorables sobre casos posibles permitio
dar solidez muchos argumentos ya utilizados.

7. Teoremas de probabilidad

Dado un experimento aleatorio con un espacio muestral S, en el que se identifican n
sucesos (Ey, Ey, E3, .... E,) se tiene que a cada uno de los sucesos se le puede asignar
un numero positivo denotado por P (Ei), que se le llama probabilidad de Ei (i =1, 2,
3, 4... n) y mide la posibilidad de ocurrencia de ese resultado. P(Ei) satisface la
siguientes condiciones:

I P(Ei) parai=1, 2, 3....n es un numero positivo entre cero y uno.

0< P(Ei) <1
P(Ei), proximo a uno implica una mayor probabilidad de ocurrencia, préximo a cero
una menor probabilidad de ocurrencia.

Il Por definicidn, el espacio muestral S incluye todos los resultados posibles del
experimento, por lo que:

P(S)=1
No existe resultado posible fuera del espacio muestral.

Si los suceso identificados en S son mutuamente excluyentes y su unién constituye el

espacio muestral, la suma de las probabilidades de los sucesos es igual a uno
P(E1) + P(E;) + P(E3)+ ... P(En) =1

31



Teoria basica de probabilidad Gaitan Garavito

1. Si se consideran dos eventos, E; y E, mutuamente excluyentes, la
probabilidad que ocurra el evento E; o el evento E, es igual a la suma de las
probabilidades individuales de E; y de E,

P(E; o E; ocurran) = P(E;UE;)= P(E;) + P(E;)

Iv. Si E4, E> y E3 son sucesos excluyentes, la probabilidad de que ocurraE; 0 E; 0
Es es la suma de las probabilidades individuales.
P(E]_ (0] E2 (0] E3) = P(E1UE2UE3)=P(E1) + P(Ez) + P(Eg)

V. Si se consideran dos eventos, E; y E, mutuamente excluyentes, la
probabilidad que ocurra el evento E; y el evento E,, (E1[) E,), es igual a cero.
P(E1()E;)=0
. . . .C
VI. Si se consideran los eventos Ei y Ei, mutuamente excluyentes, la

probabilidad de que Ei o EiC ocurranes: P(Eio Eic )=P(EiU Eic) = P(S) = 1 entonces
P(Ei) + P(Ei) =1,y
P(Ei ) = 1 - P(Ei)

Por otra parte, para sucesos cualesquiera, siempre que se conozca su probabilidad
de ocurrencia, se cumple que:

VII. Si A;y A, son sucesos cualesquiera, la probabilidad de que ocurra al menos
uno de los sucesos A;, 0 A, (Unicamente A o solo B o ambos ocurran) es la suma de
las probabilidades individuales menos la probabilidad de que ocurran
simultaneamente.

P(A10A;)=P(A1UA,)=P(A;) + P(A;) - P(A1 N A)

VII.  SiAi, i=1,2,3...son sucesos cualesquiera, la probabilidad de que al menos
uno de los suceso Ai ocurra es:

P(A; UAy, UAs...UAi...) = P(A)) + P(A;) +P(A3 ) +....+ P(A)......

-P(A1 ) A))-P(ALNAY) - .- . P(AL N AT) ... + P(A1N) A2 A3) +P(AL N A,
NAL+ P(AL N Ay NAI) +....o. - P(AIN Ay N A3 N AL -,

Ejemplo

2.6. Suponga que Ay B son sucesos de un experimento para los cuales:
P(A) = x P(B)=y P(A(\B)=z.

Entonces:
(o} (o} (o} (o} (o} (o}
A. P(A UB)=P(A)+P(B)-P(A ) B)
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P(A)=1x P(B)=1vy
P(A (] B)= P(AUB) = 1- P(AUB) = 1-x-y+z
P(A U B) = (1-x) + (1-y) - ( 1-x-y+2) = 1-2

B. PAB)=P(B)-P(ANB)=y-z

Resuelva

2.7 Sea S = {ay, a,, a3} calcular las probabilidades de los sucesos elementales sujetas
a las siguientes condiciones

P1=2p2Y P2 =2ps3

Rips=1/7;p2=2/7yp:1=4/7

2.8 Un grupo de adultos se clasifican de acuerdo a si sus primeros molares estan
cariados (A), Obturados (B), o sanos (C), con las siguientes probabilidades asociadas
P(A) = 0.14 P(B)= 0.61 P(C)= 0.29 P(A() B) = 0.04

Si se selecciona al azar una persona de este grupo la probabilidad de que:

a) Sus primeros molares tengan caries pero no estén obturados es. R.0.1

b) Tengan caries o estén sanos. R.0.43

c) Cariado obturado o ambas cosas. R.0.71

8. Definicion frecuentista de la probabilidad

Para medir la posibilidad de ocurrencia de un evento particular en un experimento,
existe una determinacidon practica, esta consiste en repetir el experimento un
numero grande de veces, n, calcular la frecuencia con que se dio el evento y
posteriormente la proporcion o porcentaje de ocurrencia, denominada su frecuencia
relativa (fr).

La definicidn frecuentista consiste en definir la probabilidad como el limite cuando n
tiende al infinito de la proporcion o frecuencia relativa del suceso.

Sea un experimento aleatorio cuyo espacio muestral es S. Sea A cualquier suceso
perteneciente a S, si se repite n veces el experimento, bajo las mismas condiciones,
la frecuencia relativa del suceso A sera igual a cociente del nimero de veces que
aparece el suceso A (m) y nimero de veces que se repite el experimento ( n).

Cuando el niumero de repeticiones que se hace es muy grande la frecuencia relativa
converge hacia un valor que llamamos probabilidad del suceso A.
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Es imposible llegar a este limite, ya que no se puede repetir el experimento un
numero infinito de veces, pero si se puede repetir muchas veces y observar como las
frecuencias relativas tienden a estabilizarse.

Esta definicion se llama también probabilidad a posteriori ya que solo se puede dar
la probabilidad de un suceso después de repetir y observar un gran nimero de veces
el experimento aleatorio correspondiente, algunos autores le llaman probabilidad
tedrica.

Tanto el enfoque clasico como el enfoque empirico conducen a valores objetivos de
probabilidad, en el sentido de que los valores de probabilidad indican a largo plazo
la tasa relativa de ocurrencia del evento.

Frecuencia relativa como aproximacion de la probabilidad de
un evento

Si algln proceso se repite un gran nimero de veces (n) y si un evento
resultante A, ocurre m de las n veces, la frecuencia relativa de E es:

fr(A)= m/n
y serd aproximadamente igual a la probabilidad de ocurrencia de E, P(E), en
tanto n tienda al infinito.

La dificultad de utilizar la frecuencia relativa como método para estimar
probabilidades es que su calculo debe hacerse después de haber realizado n veces el
experimento y esto motiva varias interrogantes:

¢Es posible realizar n veces el experimento?....

¢Qué tan grande debe ser n?...

Estas son preguntas que el experimentador contestara de acuerdo a su situacion
particular, y en referencia a la Teoria de la Estimacion Estadistica, fuera del alcance
de este material.

Ejemplo
2.9 En un grupo de personas se selecciond una muestra de 502 y se determind la

distribucién de los grupos sanguineos se da de la siguiente forma:
Grupo Sanguineo Frecuencia

) 226
A 206
B 50
AB 20
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Si se selecciona al azar una persona de ese grupo, la probabilidad que tenga sangre
tipo A es estimada por fr(A) = 206/502 = 0.41

2.10 Enun grupo de 200 propietarios de autos 34 tienen al menos un Mazda, 78 al
menos un Toyota, 7 ambas marcas y los restantes otras marcas. Estime la
probabilidad de que al entrevistar a un propietario de autos posea:

A. Un auto Mazda (M) o Toyota (T)
P(MUT) = (27+7+71) / 200 = 0.525
B. No tenga un Toyota

P(T) = (95+27) / 200 = 0.65

C. Tenga solo Mazda
P(M)-P(M(T)= (34-7)/200=27/200

Grafico de Venn para la distribucion de propietarios

M

Resuelva

2.11 Se toman muestras de una pieza fundida de aluminio y se clasifica de acuerdo
con el acabado de la superficie y las condiciones de longitud a continuacién se
resumen los resultados de 100 muestras

Longitud
Acabado buena excelente
Excelente 7 75
Bueno 8 10

Sea A el evento donde la muestra tiene un acabado excelente y B el evento donde la
muestra tiene una longitud excelente
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Determine la probabilidad de los siguientes eventos si se selecciona una muestra al
azar:

a) AUB

b) A“NB

c) B

9. Espacios Muestrales Finitos

Un Espacio Muestral se denomina finito cuando el conjunto de todos los posibles
resultados esta constituido por un conjunto finito numerable de elementos S = { a,,
ay, 83...ai...a k.1 , Ak}

Este tipo de espacio permite aplicar varios procedimientos matemadticos para el
calculo de las probabilidades de cada uno de los elementos y a través de las
combinaciones de los mismos, plantear otros sucesos posibles y determinar su
probabilidad.

Considere el espacio muestral S, definido anteriormente, dividido en k sucesos
elementales, A1 ={a1}, A,={a}, As={az}... etc. A cada uno de los sucesos Ai, i=
1,2..k, se le puede asignar un numero Pi que representa su probabilidad de
ocurrencia, y cumple con las condiciones siguientes:
1. SiS=AUA,, UA; ... UA UA. Y cada uno de los sucesos es excluyente
de los otros, entonces

P(S)=P1+P,+P3..+P;+P, =1
2. Pi > 0 para todo suceso i

A partir de este planteamiento se puede formar cualquier suceso B representandolo
por la unidon de dos o mas sucesos elementales asi: Si B esta formado por 3
elementos, B ={ay, a,, a3 }, entonces B= {A; U A, U A3} vy la probabilidad de B es:
P(B) = P1+P+ P3

Para calcular las probabilidades Pi pueden seguirse varios procedimientos
- Realizar el experimento varias veces y calcular la frecuencia relativa.

- Asumir por experiencia algunos valores y/o relaciones de probabilidad.
- Considerar cada uno de los resultados igualmente probables.

10. Definicidn clasica de probabilidad

Sea un experimento aleatorio cuyo correspondiente espacio muestral S esta
formado por un numero n finito de posibles resultado ( a1, a,, ...an) con la misma
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probabilidad de ocurrir para cada uno. Si n; resultados constituyen el subconjunto o
suceso Aj, n, resultados constituyen el subconjunto o suceso A, y en general ni
resultados constituyen el subconjunto o suceso Ay la probabilidad de cualquier
suceso Ai es igual a cociente entre el numero de casos favorables que integran el
suceso Ai y el numero de casos posibles del espacio muestral S ( regla de Laplace
para espacios finitos)

La aplicacion de la definicidn cldsica puede presentar dificultades cuando el espacio
muestral es infinito o cuando los posibles resultados de un experimento no son
equiprobables.

Eventos equiprobables

Si un experimento tiene k resultados posibles, mutuamente excluyentes, puede
suponerse por experiencia y con una adecuada justificacion que son igualmente
probables, entonces la probabilidad de cada uno de los resultados es 1/ k

P(A)= 1/k i=1,2,3.k

Ademas si m de estos elementos forman un evento E, |la probabilidad de ocurrencia
de E es m/k.

Considere el lanzamiento de una moneda, basandose en el supuesto de que la
moneda estd balanceada y que no existe otra forma de influir en su lanzamiento
qgue no fuera el azar, se establece que los resultados son equiprobables. Asi de su
espacio muestral S = {c, e} pueden formarse dos sucesos elementales A={c}y B =
{e}, cada uno con probabilidad 1/2.

Ejemplo

2.12 Se colocan en fila cuatro platos de colores diferentes con alimento para
perros, Azul, Rojo, Verde y Blanco. Si un perro escoge uno, supuestamente al azar,
esto es, el perro no evidencia preferencia por ninguno, la probabilidad de que
seleccione el azul es 1/4

El espacio muestral, S={ Azul, Verde, Rojo, Blanco} , estd formado por k= 4
elementos, por lo tanto pueden formase 4 sucesos elementales y cada suceso

elemental tiene probabilidad de 7.

A={azul } B={verde} C={rojo} D= { blanco }
P(A)=1/4 =P(B) = P(C) = P(D)
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Resuelva

2.13 Se saca al azar un naipe, de una baraja que contiene 52 cartas.
éCual es la probabilidad de que sea roja (A)? R: 26/52

éDe que sea un as (B)? R: 4/52

éDe que sea un as de diamante (C)? R: 1/52

éDe que sea un as y carta roja (D)? R: = 2/52

éQue sea un as o una carta roja (E)? R: = 28/52

Para resolver esta clase de problemas, algunas veces es necesario recurrir al uso de
Técnicas de Conteo, por lo que el lector puede referirse al Anexo 1 donde se
presenta esta tematica.

Ejemplos adicionales

2.14 Como parte de un estudio de contaminacién de aire, un inspector decide
examinar la emisién de gases de 6 de 24 carros de carga de una compaiiia. Si 4 de los
camiones emiten cantidades excesivas de contaminante, écual es la probabilidad
gue ninguno de ellos sea incluido en la muestra?

A = Ninguno de los camiones con niveles excesivos de contaminante pertenece a la
muestra
P(A) =4Co * 20Ce / 24C¢ =0.288

¢Cudl es la probabilidad que exactamente uno con nivel excesivo de contaminante
se incluya en la muestra?

B= Un camidn con niveles altos de contaminante se incluye en la muestra
P(B) = 4C1 * 20Cs / 24C¢= 0.576

2.15 Considere el problema de seleccionar 2 aspirantes de un grupo de 5 para un
empleo encuentre la probabilidad del evento escoger exactamente uno de los 2
mejores

P(A) = ,C; *3C1 / sC, = 6/10=3/5

11. Sucesos Independientes y Sucesos Dependientes

Dos 0 mas eventos son independientes cuando la ocurrencia o no ocurrencia de un
evento no tiene efecto sobre la probabilidad del otro u otros eventos. Por ejemplo,
al lanzar al aire dos veces una moneda son eventos independientes los resultados
que aparecen en cada moneda, el resultado del primer evento (por ejemplo cara en
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la primera moneda), no afecta la probabilidades de que ocurra cara o cruz en el
segundo lanzamiento.

Sin embargo, en algunas ocasiones dos sucesos(A y B) se relacionan de manera que
la probabilidad de ocurrencia de uno (A) aumenta o disminuye dependiendo si el
otro (B) ha ocurrido o no, en ese caso se dice que los eventos son dependientes.

Dos o0 mds eventos serdn dependientes cuando la ocurrencia o no ocurrencia de uno
de ellos afecta la probabilidad de ocurrencia del otro u otros. Cuando se tiene ese
caso entonces, se emplea el concepto de probabilidad condicional.

12. Probabilidad condicional

Se llama probabilidad condicional a la probabilidad de que un suceso se ocurra
habiéndose cumplido ya otro. Se representa la probabilidad de que ocurra el suceso
A dado que ya ocurrid el suceso B de la siguiente manera P(A/B). La probabilidad
condicional puede calcularse aplicando el concepto de frecuencia relativa o por la
relacion de probabilidades siguiente:

P(A/B) = P(A[1B)/P(B)

Propiedades
0< P(A/B)<1
P(S/B) =1
SiA A, A, sonsuceso excluyentes:
P(A,UA,UA,/B)=P(A,/B) +P(A,/B) + P(A,/B)
Si Ay B son sucesos excluyentes P(A/B) =0

Ejemplo

2.16 Suponga el experimento que consiste en observar la condicion del tiempo en
un dia especifico. Sea A el evento, observar un dia lluvioso y B el evento un dia
nublado. Si consideramos Unicamente los dias que esta nublado (B), la fraccion de
esas observaciones en las que sucede A (lluvia) es la probabilidad condicional de A
dado B, P(A/B).

2.17 En un estudio del comportamiento después de tratamiento de un nimero de
drogadictos, se sugiere que las probabilidades de reincidencia dentro de los dos
afos siguientes al tratamiento depende de la educacién de los transgresores. Las
proporciones del nimero de casos que se sitian en cuatro categorias de educacion y
reincidencia se presentan a continuacion:
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Condiciones dentro del periodo de dos afios

Educacion reincidencia

Si No Total
10 o0 mds anos 0.10 0.30 0.40
9 0 menos anos 0.27 0.33 0.60
Total 0.37 0.63 1.00

Si se selecciona una persona al azar del grupo en tratamiento, la probabilidad de que
tenga 10 afios o mds de educacién (A) dado que reincidié dentro de los 2 afios (B) es:

P(A/B) = P(A (B)/P (B)=0.1/0.37

Que representa la fraccidn de reincidentes que tienen 10 o mas afios de educacién.

2.18 En un grupo de 36 estudiante hay nueve que dominan el idioma Inglés y cuatro
el francés, dos de ellos ambos idiomas (ya contados entre los anteriores) Se
selecciona al azar un alumno y se comprueba que domina el inglés écudl es la
probabilidad de que domine el francés?

A =domina el francés P(A) =4 /35
B = domina el inglés P (B) =9/35
P(ANB)=2/35
PA/B)=(2/35)/(9/35)=)2/9

Resuelva

2.19 Se clasifican muestras de aluminio fundido con base en el acabado de la
superficie y las mediciones de la longitud, los resultados de las 100 piezas se
resumen a continuacion

Acabado superficial Longitud

Excelente Buena
Excelente 75 7
Buena 10 8

Sea A el evento que denota que una muestra tiene acabado excelente, sea B el
evento que una muestra tiene longitud excelente, determine

Si la pieza tiene superficie excelente, cual es la probabilidad de que la longitud sea
excelente? R: 75/82

Si la pieza seleccionada tiene buena longitud, cual es la probabilidad de que el
acabado sea excelente? R: 7/15
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2.20 Si dos eventos A y B tienen las siguientes probabilidades P(A) = 0.5 P(B) = 0.3
P(A() B)=0.1calcule

P (A/B) R:0.33

P (B/A) R: 0.2

P (A/AUB) R: 0.7142

P(A/ANB)R:1
P (A B)/AUB) R: 0.1428

13. Teorema de la multiplicacion de probabilidades

Una consecuencia de la probabilidad condicional es el Teorema de la Multiplicacion
de Probabilidades que permite calcular la probabilidad de ocurrencia de dos sucesos
simultaneamente, y se describe de la forma siguiente:

La probabilidad de que tenga lugar conjuntamente dos sucesos es igual al producto
de la probabilidad del primero de ellos multiplicado por la probabilidad de que el
segundo se produzca una vez que se haya producido el primero. Esto es la
probabilidad de que ocurran conjuntamente los eventos A y B.

P(A(1B)=P(A) * P (B/A)
Ejemplo

2.21. Considere una urna con 10 esferas de las cuales 6 son rojas y 4 son azules, se
eligen 2 al azar sin sustitucion, una después de otra, la probabilidad de que las dos
sean rojas se calcula de la forma siguiente:

Sea A el suceso, la primera bola es roja.

Sea B el suceso la segunda bola es roja.

El espacio muestral antes de la primera extraccién consta de 10 elementos y
la probabilidad de seleccionar una roja es 6/10, P(A).

El espacio muestral para la segunda extraccion, consta de 9 elementos, con el
supuesto que previamente se selecciond una esfera roja, este espacio esta formado
por 5 rojas y 4 azules. La probabilidad de que la segunda esfera sea roja es 5/9, P
(B/A). Note que los eventos son dependientes.

Sea C el suceso las dos son rojas, C puede representarse por la interseccién de los
sucesos Ay B.

P(C)=P(A) * P (B/A)= 6/10 *5/9=1/3

2.22  En una industria el 96% de los articulos producidos pasa por un control (A) y
de 100 articulos controlados 75 son reconocidos como de primera calidad (B), la
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probabilidad de que un articulo fabricado por esa industria sea controlado y
reconocido como de primera calidad (A () B) se determina de la siguiente forma:

P(A) = 0.96 P (B/A) = 0.75
P(A ) B)=0.96 * 0.75 = 0.73

El teorema puede aplicarse cuando se requiere calcular la probabilidad de que tres
0 Mas sucesos ocurran, asi
P(AMNB(C)=P(A)*P(B/A) * P(C/A, B)

Resuelva

2.23 En una ciudad el 40% de los votantes son republicanos y el 60% son
demdcratas, el 70% de los republicanos y el 80% de los demdcratas estan a favor de
una emision particular de bonos, se selecciona al azar un votante. ¢Cual es la
probabilidad que esté a favor de la emisidon de bonos y sera republicano? ¢Cual es la
probabilidad de que esté en contra de la emisién de bonos y sea demdécrata?

14. Teorema de la multiplicacion para eventos independientes
Anteriormente se sefialéd que si la ocurrencia o no ocurrencia de un suceso (A), no
afecta en forma alguna a otro suceso particular (B) y ademas no permite conocer de
ninguna forma la probabilidad de ocurrencia de éste ultimo, entonces se considera
que éstos son sucesos Independientes.

P(A/B)=P(A)

P(B/A)=P(B)
Para determinar la probabilidad de que se produzca la ocurrencia de estos dos

sucesos independientes, se multiplican las probabilidades de que ocurra cada uno
de ellos en forma individual

P(A(1B)=P(A) * P (B)

Si se lanza dos veces una moneda, el espacio muestral asociado a cada lanzamiento
es S ={c, e} yesun espacio equiprobable, P(c)=P(e) =1/2.

Sea A el suceso la moneda muestra cara en el primer lanzamiento

Sea B el suceso la moneda muestra cara en el segundo lanzamiento
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Entonces la probabilidad que en los dos lanzamientos muestre cara se calcula
considerando que cada lanzamiento es independiente del otro:

P(AN B)=1/2*1/2=1/4

Este teorema puede generalizarse considerando mas de dos sucesos, se tiene que:
los sucesos A, B, C son independientes si y solo si:

P(AMB)=P(A)*P(B)

P(AMC)=P(A)*P(C)

P(B(1C)=P(B)*P(C)

P(ABNC)=P(A)*P(B)*P(C)
Lo anterior se generaliza para mas de tres sucesos.
Es importante anotar que si A y B son sucesos independientes, la probabilidad del
suceso C = AUB se puede determinar de acuerdo al teorema de probabilidad de la
union de sucesos de la siguiente forma:

P (AUB) =P (A) + P(B) - P(A)* P(B)
Ejemplo
2.24  Un operario vigila el funcionamiento de tres telares. La probabilidad de que
los telares funcionen correctamente durante la jornada de trabajo es 0.9 para el
primer telar, 0.8 para el segundo y 0.85 para el tercero. Con el supuesto que los
telares funcionan independientemente y definiendo los sucesos:
A = el primer telar funciona correctamente durante la jornada de trabajo.
B= el segundo telar funciona correctamente durante la jornada de trabajo.

C = el tercer telar funciona correctamente durante la jornada de trabajo.

A. La probabilidad de que los tres telares funcionen correctamente durante la
jornada de trabajo es:

P(A N B C) = P(A)*P(B)*P(C)= 0.9* 0.8*0.85 = 0.62
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B. La probabilidad de que por lo menos uno de los tres trabaje correctamente en la
jornada de trabajo es:

P(AUBUC)=1-P(A" B N C )=1-0.1%0.2%0.15 = 0.997

Que representa la probabilidad de que funcione correctamente el primero o el
segundo o el tercero, al menos uno funciona correctamente, y es igual a uno menos
la probabilidad del suceso complemento: los tres no funcionan correctamente.

Existen variedad de aplicaciones en las que se puede suponer independencia
después de un cuidadoso analisis de las situaciones en las que se realiza el
experimento y considerar este concepto como el modelo tedrico que presenta
errores despreciables al modelar la realidad

Resuelva

2.25 Un sistema para detectar humo utiliza 2 dispositivos: A y B, si hay humo la
probabilidad de detectarlo por el dispositivo A es 0.95, por el dispositivo B es 0.98
los cuales operan en forma independiente. Si hay humo encuentre la probabilidad
de que:

a. sea detectado por al menos uno de los dispositivos R: 0.999

b. sea detectado por ambos R: 0.931

15. Teorema de la probabilidad total y teorema de Bayes
Considere un experimento aleatorio y el espacio muestral S asociado al mismo, se
dice que los sucesos Ay, A, As...A,,.. A forman una particion de S si:
Los sucesos Ay, A,, As...A.... A son excluyentes para todo i.
AUAU AzU...... UA UA=S
P (Ai) > 0 para toda i
Sea B un suceso asociado con el experimento, si existe una particiéon de S entonces B

puede representarse por medio de las relaciones de los sucesos Ay,A,, As...A;. A de
la particion y de igual forma la probabilidad que le corresponde, esto es.
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B=(A1() B) U (A, B) U (A3 B) U (A1 B)
P(B)=P (A1(1B)+P (A,(1B) +P (As(1B) + P (Ai[1B) + P (Ac[1B)
P(B)= P(A1)P(B/A;) + P(A;) P(B/A,)...... +P(Ai)P(B/Ai)....+ P(A)P(B/A)

La dltima expresidon se conoce como el Teorema de la Probabilidad Total , util

cuando el interés es calcular la probabilidad del efecto B que puede ser motivado
por varias causas Ai, i=1,2..k.

Ejemplo
2.26 Para la siembra se preparan simientes de trigo de primera seleccion
mezcladas con pequenas cantidades de semillas de segunda, tercera y cuarta
seleccion. Si se sabe que las probabilidades de que un grano escogido al azar
pertenezca a una u otra clase son las siguientes:

P(A;)=0.96 P(A;)=0.01 P (A3)= 0.02. P (A4)=0.01
Y ademas, que la probabilidad para que la semilla engendre una espiga de 50 granos
como minimo (B) es 0.5 para la primera seleccion, 0.15 para la segunda, 0.20 para la
tercera y 0.05 para la cuarta. Esto es:

P (B/A1) =0.5 P (B/A,)=0.15 P (B/A;)=0.20 P (B/As)=0.05

La probabilidad de que una espiga engendrada por una semilla escogida al azar
tenga 50 granos como minimo es:

P(B)= P(A1)P(B/Ay) + P(A;) P(B/A; ) + P(A3)P(B/As) + P(A4) P(B/Aq)
P(B)=0.96* 0.5+0.01 *0.15 + 0.02* 0.2+ 0.01* 0.05 =0.486

Resuelva
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2.27 Un articulo es producido en una fabrica por tres mdaquinas diferentes, A y B,
qgue producen la misma cantidad y C que produce el doble. Se sabe que A produce el
2 % de defectuosos y By C produce el 4 % de defectuosos.

Si se elige un producto al azar de la produccion cudl es la probabilidad de que este
sea defectuoso. R: 0.035

Por otra parte dado la ocurrencia de un efecto B, el Teorema de Bayes permite
calcular la probabilidad de que éste se haya debido a cierta causa Ai, esto es, dado
que ha ocurrido el suceso B se requiere calcular la probabilidad de que haya
ocurrido el suceso Ai de la particién.

P (Ai/B) = P(A[1B) /P(B)

P (Ai/B) = P(Ai) *P(B/Ai)
P(A1)*P(B/A1)+P(A2)*P(B/A,)......+P(Ai)*P(B/Ai)+ P(Ax)*P(B/A)

P (Ai/B) = P (Ai) *P(B/Ai)
k
S P(Ai) *P(B/Ai)
i=1

Ejemplo

2.28. Dos proveedores de materiales X y Z entregan la misma pieza a un fabricante
gue guarda todas las existencias en la misma estanteria, algunas de ellas no cumplen
con las especificaciones, N. Los antecedentes demuestran que el 5 % de las
entregadas por X “estan no conforme con las especificaciones” y que el 9% de las
entregadas por Z “estan no conforme con las especificaciones”. X entrega 4 veces
mas piezas que Z, si se selecciona una pieza al azar y se encuentra que “no cumple
con las especificaciones”, la probabilidad de que la haya fabricado X es:

P(X) =4/5 P(Z) =1/5
P(N/X) = 0.05 P(N/Z)=0.09
P(X/N)=P(X N1N) / P(N) = P(X)* P(N/X)

P(X) *P(N/X) + P (2)*P(N/2)

P(X/N) = 4/5* 0.05 = 0.6897
(4/5*0.05 + 1/5* 0.09)

Resuelva

2.29 Suponga que el 5% de las personas que hacen su declaracion de impuestos
reclaman ciertas deducciones sabiendo que son ilegales, otro 2% reclama esas
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deducciones debido a su falta de conocimiento de las leyes de impuestos. Del 5 %
culpable de fraude, el 80% afirma desconocer el error si es sometido a una
investigacion. Si una persona al ser sometida a una investigacién afirma desconocer
el error. ¢Cudl es la probabilidad de que sea culpable de fraude? R:2/3

3k sk 3k 3k 3k %k %k k %k k

Al finalizar este capitulo, se recomienda al lector que vuelva a la historia inicial e
identifigue completamente los conceptos tedricos que estan relacionados con la
presentacion, aclarando algunas ideas que lo hubieran desorientado en su primera
lectura.

16. Problemas Resueltos

2.30 Un fabricante tiene cinco terminales de computadoras aparentemente
idénticas, él sabe que dos de las cinco son defectuosas. Recibe un pedido de dos
terminales y lo surte seleccionado dos de las cinco al azar.

El espacio muestral del experimento, S, esta formado por los elementos:
s={DDb, DB, DB, DB,DB,DB, DB,BB,BB, B B}

Sea A el evento: surte con dos terminales no defectuosas.

Los elementos de A son:

A={BB,BB,BB}

Sea B el evento: surte con al menos una defectuosa.

Los elementos de B son:

B={DD,DB DB,DB,DB,DB,DB}

Sea C el evento: surte con dos defectuosas. C={D D}

2.31 Considere el problema de seleccionar dos aspirantes de un grupo de cinco
para un empleo e imagine que los aspirantes difieren en su grado de preparacién: 1
es mejor que 2 y asi para 3, 4, 5. Si el jefe de personal no sabe nada de esta
clasificacion, determine los eventos:

A: Seleccionar al mejor y uno de los dos peores aspirantes.
B: Seleccionar al menos uno de los dos mejores aspirantes.

$={(1,2),(1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,4), (2,5), (3,4) (3,5), (4,5) }

A={(1,4),(1,5) }
B=1{(1,2),(1,3),(1,4), (1,5), (2,3), (2,4), (2,5) }
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2.32 Se lanza una moneda y un dado, encuentre el espacio muestral.
$s={(C1),(C2),(C3),(C4), (C5),(C6), (E1),(E2),(E3), (EA),(ES5),(E6)}

Sea A el evento: salga cara y el niumero par.
A={(C, 2), (C, 4), (C, 6)}

Sea B el evento: salga un nimero primo.
B ={(C,2), (C,3), (C,5), (E,2), (E,3), (E,5)}

Sea C el evento: salga escudo y el nimero impar.
C={(g1),(E3), (E5)}

Encuentre:

AUB ={(C,2), (C,3), (C,4), (C,5), (C,6), (E,2), (E,3), (E,5) }

A C=Vacio

B C={(E3),(E,5)}

SoloB=BN A N C= {(C3),(C5), (E2))

A= {(C1),(C3),(C)5), (E1), (E,2), (E,3), (E,4), (E,5), (E,6) }
C ={(C1), (C.2), (C,3), (CA), (C5), (C6), (E2), (EA4), (E6))

2.33 Se arregla un dado de manera que los nimeros pares tengan el doble de
probabilidad de salir que los impares. Calcule la probabilidad de los sucesos
siguientes:

A: Aparezca un numero par.
B: Aparezca un niumero mayor que cuatro.
C: Aparezca un nimero mayor que tres y par.

$={1,2,3,4,5, 6}
P(1)=P(3)=P(5)=p
P(2)=P(4)=P(6)=2p
P(S)=3p+6p =1, entonces p=1/9

P (A) = 6/9
P(B)=1/9+2/9=3/9
P(C)=4/9

2.34 Cierta poblacion de 1000 adultos presenta tres caracteristicas: A, ser casado,
B, tener un grado de educacidén superior y C, ser originario de la capital.

Segun las cifras indicadas en el diagrama encuentre la probabilidad de que un
individuo,
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a. Sea casado (E).

b. Esté casado y tenga un grado de educacién superior (F).

c. No sea originario de la capital pero si casado y tenga un grado de
educacion superior (G).

P
=

A 50

P (E) =500/ 1000
P (F)= 150/1000
P (G)=100/1000

2.35 Suponga que 5 personas estacionan su auto en la misma calle cada dia.
¢Cuantos cambios pueden hacerse con los cinco autos?
= ':
P =51=120

éCual es la probabilidad que un auto especifico esté estacionado en el
segundo lugar?
Uno esta en un lugar determinado, el segundo, solo falta ordenar al azar 4 autos, en
numero de formas de hacerlo es:
P =41=24
A = un auto especifico esté estacionado en segundo lugar
P(A) = 24/120 = 1/5

2.36 Si 10 alumnos de cierta escuela desean jugar baloncesto ¢cudntos equipos
diferentes pueden formarse si no se consideran las posiciones de juego?
n= 10 alumnos r=5 integrantes del equipo
Los equipos que pueden formarse son:
10Cs =252

Si uno de los muchachos se llama José écuantos equipos pueden formarse que
incluyan a José?
Un integrante esta especificado, falta seleccionar 9

n=9 r=4
Los equipos que pueden formarse e incluyen a José son:
,C,= 126

Si A es el evento: el equipo incluye a José, P(A) =126/ 252
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2.37 Sise tiene un lote de 50 articulos y se sabe que 5 de estos son defectuosos, si
se extraen 4 al azar y sin sustitucion écual es la probabilidad de que exactamente 2
sean defectuosos?

El nUmero de combinaciones que forman el espacio muestral:

50C, = 230300
El nimero de formas en que se pueden seleccionar dos defectuosos:
sC, *,5C, =9900

P (2 defectuosos) = (,C, *,.C,) / ;,C, = 10* 990 / 230300 = 0.4298

2.38 En unaempresa, cuya poblacién es de 100 individuos, se seleccionan al azar 2
persona para asistir a una convencion. ¢Cudl es la probabilidad de que el mas
antiguo de los empleados sea el elegido?

El espacio muestral S esta formado por:

100G, = 4950 elementos.

El suceso A, el mas antiguo de los empleados es elegido, esta formado por:
1* ,4C, =99 elementos

P(A) = 99/ 4950

2.39 Se desea alinear 8 bolas negras y 2 rojas
¢Cual es la probabilidad de que las rojas queden juntas?
¢Cual es la probabilidad de que las rojas ocupen posiciones extremas?

Numero de elementos de S: 10 Pg’2 =45

El nUmero de elementos del suceso A (las rojas queden juntas):
oP1,5=9
P(A) =9/45=1/5

El nimero de elementos del suceso B (las rojas ocupen posiciones extremas):
gPg0=1

P (B) = 1/45

2.40. De Guatemala a Escuintla hay 3 caminos posibles, de Escuintla al Puerto de
San José hay 2 caminos posibles.

a. ¢De cuantas formas puede llegar una persona al puerto partiendo de Guatemala 'y
pasando por Escuintla?
De 3*2 =6 formas
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b. é¢De cuantas formas puede hacer un viaje redondo sin pasar por el mismo camino
mas de una vez?

De 3*2*1*2 =12 formas
c. Calcular la probabilidad de que se haga un viaje redondo sin pasar por el mismo
camino mas de una vez si se selecciona cada punto al azar.

El espacio muestal S (recorridos como se puede hacer un viaje redondo) estd
formado por 3*2*2*3 = 36 elementos

De acuerdo al inciso b existen 12 formas como se puede hacer un viaje redondo sin
pasar por el mismo camino mas de una vez,
P(A)=12/36 =0.333

2.41 De 6 numeros positivos y 8 negativos se eligen 4 sin sustitucién y se
multiplican.

a. ¢Cual es la probabilidad de que el producto sea positivo?

El producto es positivo si: todos son positivos o todos son negativos o 2 son positivos
0 2 negativos.

El espacio muestral S esta formado por . ,C, = 1001 elementos

14~4
El nimero de elementos del suceso A, el producto es positivo, se calcula:
c,.C+ C C +_.C =505

6480 6-08-4 6-28-2"
P(A)= 505/ 1001

b. Si se seleccionan los nimeros con sustitucion, écudl es la probabilidad que el
producto sea positivo?
Elementos del espacio muestral S =14 = 38416
Elementos de A=6*6*6%6 + 8*8*8*8 + 8*8*6™6* C =
1296 + 4096 + 13824 = 19216
P(A) = 19216/ 38416 =0.5

2.42  Un concejo de una ciudad tiene 8 miembros de los cuales 2 son contratistas
locales, si se seleccionan dos concejales al azar para llenar las vacantes en el comité
de demarcacion de zonas. ¢Cudl es la probabilidad de que ambos contratistas sean
seleccionados?

Sea A el suceso, el primer seleccionado es un contratista local.
Sea B el suceso, el segundo seleccionado es un contratista local.
P(ANB)=P (A) * P(B/A) = 2/8 * 1/7 = 2/56 = 1/28
Una forma alternativa es aplicar combinaciones.

P(AMB) = (,C, *:Cp) /4G,
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2.43 De acuerdo con una encuesta, la probabilidad de que una familia posea dos
automoviles si sus ingresos son mayores a Q48000 al afio es 0.75. De las familias
entrevistadas 60% tenian ingresos mayores de Q48000 y el 52% tenian 2 autos.
Cudl es la probabilidad de que una familia tenga 2 autos y sus ingresos sean
superiores a Q48000

A: Ingresos superiores a Q48000

B: tiene dos autos

P(B/A) = 0.75

P(A)=0.6

P(B)= 0.52

P(A (1 B)=P(A) P(B/A) = 0.6* 0.75 = 0.45

2.44 Una compafia dedicada al montaje de ventiladores usa motores de dos
proveedores, la compafia A proporciona el 90% de los motores y la compafiia B el
otro 10%; se sabe que el 5 % de los de A no cumplen con las especificaciones y el 3%
de los de B no cumplen con las especificaciones. Si se encuentra que un ventilador
gue ha sido probado y tiene un motor defectuosos, écudl es la probabilidad de que
lo haya proporcionado por la compaiiia B?

P (A) =0.90

P (B)=0.10

P (D/A) =0.05

P (D/B)=0.03

P (D) =0.9 *0.05 + 0.1* 0.03 = 0.045+ 0.003 =0.048

P (B/ D) =(0.1*0.03) /0.048 = 0.0625

2.45 Un sistema para detectar humo utiliza dos dispositivos A y B, si hay humo, la
probabilidad de detectarlo por A es 0.95 y por B es 0.90. Ambos dispositivos operan
en forma independiente. Si hay humo, encuentre la probabilidad de que sea
detectado por uno de los dos componentes.

P(AUB) =0.95 * 0.02 + 0.98 * 0.05 = 0.068
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Probabilidad de no detectarlo P ( {AUB}c )= 1-0.999=0.001

2.46 Dos paquetes, de 6 pilas, contienen exactamente dos pilas defectuosas cada
uno, si se seleccionan dos pilas de cada paquete, écual es la probabilidad de que las
cuatro pilas estén en buenas condiciones?

Sea A el suceso: las cuatro pilas estan en buenas condiciones:
_ * _ 2 _
P(A) = [,C,,C,/ G * LG, ,Co/ (C,] =(6/15) " =0.16

2.47 Tres equipos A, By C se inscriben en un torneo, en el que cada equipo juega
dos juegos, uno contra cada oponente, el ganador, si lo hay, es el que gana 2
encuentros, suponga que no puede haber empates y las siguientes probabilidades:

P(AganaaB)=0.7

P(BganaaC)=0.8

P(CganaaA)=0.9

Entonces,

P(BganaaA)=0.3

P(CganaaB)=0.2

P(Aganaa(C)=0.1

¢Cual es la probabilidad de que A gane el torneo?
P(AganaaByaC)=0.7*0.1=0.07

¢Cual es la probabilidad que haya un ganador?
Hay ganadorsi: AganaaByCoBganaaAyCoCganaaByA
P(un ganador) =0.7* 0.1 + 0.8*0.3 + 0.9*0.2 = 0.49

La probabilidad de que no haya ganador 1- 0.49 = 0.51

2.48 Cinco lineas de produccién en una operacion de manufactura producen un
fusible electrénico que se envia a los distribuidores en lotes de 100 unidades, la
mayoria de compradores prueban solamente un pequefio numero de fusibles antes
de aceptar o rechazar el lote. Las 5 lineas producen a la misma velocidad vy
normalmente producen el 2 % de defectuosos, desafortunadamente la linea 1 sufrio
una falla mecanica y produjo 5 % defectuosos en el mes pasado, el productor se
enterd de esto después de haber enviado los fusibles a un cliente que probd 2
fusibles y uno era defectuoso.

éCudl es la probabilidad de que el lote haya salido de la linea uno? ¢Cual es la
probabilidad de que haya salido de las otras lineas?
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Para las lineas 2, 3, 4, 5 la probabilidad de defectuoso es 0.02, para la linea 1 la
probabilidad de defectuosos es 0.05.
La probabilidad de que el lote salga de cada una de las lineas es 0.2

De lalinea 1,
La probabilidad de cero fusibles defectuosos es:
0.95*0.95=0.9025,
La probabilidad de un fusible defectuoso es:
0.95*0.05 *2=0.095
La probabilidad de dos fusibles defectuosos es
0.05*0.05=0.0025

De cualquiera de las otras lineas,

La probabilidad de cero fusibles defectuosos es:
0.98*0.98=0.9604,

La probabilidad de un fusible defectuoso es:
0.98*0.02*2 = 0.0392

La de dos fusibles defectuosos es:
0.02*0.02=0.0004

Probabilidad de que la muestra tenga un fusible defectuoso, es la probabilidad del
suceso: la produccidon se hizo en la linea 1 y la muestra presentd un fusible
defectuoso o la produccion se hizo en las otras lineas y la muestra presentd un
fusible defectuoso.

La probabilidad de este suceso es: 0.2* 0.095 + 0.8* 0.0392 = 0.05036

P( Linea 1/ uno de la muestra es defectuoso ) =
0.2*0.095 / 0.05036 = 0.37728
P( otras lineas / uno de la muestra es defectuoso) =
1-0.37728 =0.6226
2.49 Un voceador vende periédicos en una calle, todos los dias tiene 30 periddicos
sin saber cuantos venderd en determinado dia.

a. Defina el espacio muestral del experimento que consiste en contar el nimero de
ventas que hard en un dia determinado.
$={0,1,2,3,4,5,...20,....... 30}

b. Especifique los sucesos A, vende al menos 5 periddicos; B, vende cuando mucho 5
y C, vende exactamente 5

A=1{5,6,7,8,.....30}
B= {OI 1I 21 31 41 5}
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C=1{5}
c. Indique si los sucesos anteriores son o no excluyentes

Ay B no son excluyentes, Ay Cno son excluyentes, A, By C no son excluyentes.
2.50 La senora Flores compra una casa de las anunciadas para la venta en el
diario. Sea T el evento la casa tiene 3 o mas dormitorios, sea U el evento tiene

chimenea, V el evento cuesta mds de 160 mil dolares y W el evento es nueva.
Describa cada uno de los siguientes eventos:

(o}
a. T : Tiene menos de tres dormitorios

(o}
b. W : ho es nueva

C. Uc (V :No tiene chimenea y cuesta mas de 160 mil ddlares

d. T() V:tiene al menos tres dormitorios y cuesta mas de 160 mil délares

2.51 En un grupo de 1400 empleados, 30 han tenido accidentes, de estos, 15
faltaron uno o mas dias a sus labores, ademas se sabe que de los 1400 empleados 50
tiene licencia de uno o mas dias por motivos de salud (accidente o enfermedad),
estime la probabilidad de los sucesos:

A: Un empleado seleccionado al azar ha tenido un accidente o falta por motivo de
salud.

B: Que el empleado seleccionado esté ausente por razones no relativas a un
accidente.

C: Que un trabajador no haya tenido accidente.

De acuerdo con el diagrama:

)

P(A) = (15+15+35) / 1400 = 65/1400 = 0.0464

1335 |A: accidente
L: licencia
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Aplicando el teorema de probabilidad de la unién
P(A) = (30 + 50 - 15) / 1400 = 0.0464

De acuerdo con el diagrama
P(B) =35/ 1400

P(C) = (1335 +35) /1400 = 1370 / 1400 = 0.9787

2.52 Cuatro trabajadores Juan, Pedro Raul y David son contratados por una
compaiiia manufacturera, los trabajadores serdn asignados aleatoriamente ya sea al
departamento de embarque o al de recepcion. ¢Cudl es la probabilidad del evento:
Pedro y David son asignados al mismo departamento?

El espacio muestral S esta formado por 2x2x2x2 = 16 elementos

A, es el suceso Pedro y David son asignados a recepcidon o son asignados a
embarque.

El nUmero de elementos del suceso: son asignados a embarque

1x1x2x2 =4
Y el nimero de elementos del suceso: son asignados a recepcion
1x1x2x2 =4

P(A) = P( son asignados a embarque ) + P( son asignados a recepcion)
Por lo que
P(A) = 4/16 + 4/16 = 8/16

2.53 Quince autos participan en una carrera, se considera que todos los pilotos
tienen la misma habilidad.

a. ¢De cuentas formas pueden repartirse los premios, primero, segundo y tercero?

15 P3=2730 formas

b. ¢Cudl es la probabilidad de que el auto #15 forme parte del trio ganador?
A = el auto #15 llega en uno de los tres primeros lugares

El nimero de elementos de A se calcula: 3* uP,=3 * 182=546
P(A) = 546/ 2730 =0.2

2.54 Diez fichas numeradas de 1 a 10 se mezclan en una caja, si se seleccionan dos
fichas al azar sin sustitucién, écual es la probabilidad de que la suma de los dos
numeros sea 107?
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El numero total de posibles parejas es ,,C, = 45
Las parejas del suceso A, la suma es 10, son : (1,9), (2,8), (3,7), (6,4)
P(A)=4/45

Observe que no importa el orden de la seleccién para que la suma sea diez.

2.55 ¢Cudl es la probabilidad que al permutar las letras de |la palabra TOTALlas 2 T
gueden juntas?

n =2letrasT

n=1LletraO
n,=1letra A
n,=1letral

Los elementos del espacio muestral Sson: (P, , ;=60

Sea A el evento: las T quedan juntas.

El nimero de elementos del evento A se calcula:
P =4 !1=24porloque P(A)=24/60

4" 1,1,1,1
¢Cual es la probabilidad que la O ocupe el primer lugar?

Sea B el suceso, la O en primer lugar.
El nUmero de elementos de B se calculan de la forma siguiente:

1*,p 211 =12

P (B) = 12/60

2.56 El precio de un recorrido turistico por Europa incluye cuatro sitios de visita
gue deben seleccionarse entre 10 ciudades, é¢de cuantas formas se puede planear el
recorrido.

a. Siimporta el orden de la visita: | P, = 5040
b. Si no importa el orden de la visita : ,,C, =210

2.57 Un grupo de 200 propietarios de aparatos electrodomésticos tiene la
siguiente distribucién de maquinas:

Suceso Descripcion Frecuencia
A Lavadoras 110
B Secadoras 50
C Lavaplatos 60
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AyB Lavadoras y secadoras 40
AyC Lavadoras y lavaplatos 35
CyB Lavaplatos y secadoras 25
AyByC Lavadoras lavaplatos y secadoras 20

Estime la probabilidad de que un propietario seleccionado al azar tenga:

I. Lavadora y/o secadora y/o lavaplatos
II: Solo lavadora
lll. Quien tenga una lavadora, tenga también lo otros aparatos

A B

X
an
C 60

I. P (AUBUC) = (55+20+20+15+5+5+20) / 200 = 0.7
Aplicando el teorema de la Unidn.
P (AUBUC) = (110+50+60-40-25-35+20) / 200 = 140/200 = 0.7

I1: P (solo A) = P(A N (BUC) )= 55 /200 = 0.275

:P (B C)/A)=20/110=0.1818
2.58 Se lanzan tres monedas legales
a. ¢Cual es la probabilidad que todas sean caras, dado que la primera es cara?
b. ¢Cuadl es la probabilidad, que todas sean caras si por lo menos una es cara?

El espacio Muestral del Experimento es:
S ={CCC, TCC, CTC, CCT, TTC, TCT, CTT, TTT }

a. El espacio muestral reducido por el suceso, la primera es cara es:
S’ = CCC, CTC, CCT, CTT
P(A) = P ( Todas sean caras / la primera es cara)=1/4
Otra forma:
P(A) = P(Todas caras ) / P(la primera cara)=(1/8) / (4/8)=1/4

b. El espacio muestral reducido por el suceso por lo menos una cara es:
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S”’= CCC, TCC, CTC, CCT, TTC, TCT

P(B) = P( todas sean caras / por lo menos una es cara) = 1/7
Otra forma:

P(B) = P(Todas caras) / P( por lo menos una es cara)
P(B)=(1/8)/(7/8)=1/7

2.59 Una caja contiene 2 bolas negras, 3 blancas y 4 rojas, si se extraen dos bolas
sin reemplazo, écudl es la probabilidad,

a. de obtener una negra y una blanca sin importar el orden?
P(A)=,C, *,C, *,C,/4C,=0.16666

b. de obtener una negra y una blanca, sin importar el orden y suponiendo que se
extraen unaauna?
P(N) P(B/N) + P/B) P(N/B) =2/9 *3/8 +3/9 * 2/8=1/6

2.60 En una fabrica de pernos, las maquinas A, B, C fabrican 25, 35y 40 % de la
produccién total, de esta produccién, el 5, 4, 2 % es defectuosos, respectivamente
para cada maquina.

Si se escoge de la produccién total del dia un perno al azar écudl es la probabilidad
de que este cumpla con las especificaciones?

B, = Produccion hecha por la maquina i i=1,2,3
D = el perno no cumple con las especificaciones
P(B,)=0.25

P(B,) =0.35

P(B)=0.4

P(D/B) = 0.05
P(D/B,) = 0.04
P(D/B,) = 0.02

P(D) = 0.25%0.95 + 0.35*0.96 + 0.4 * 0.98= 0.965

2.61 La probabilidad que A de en el blanco es 0.25 y de que B de en el blanco es
0.333. Si cada uno dispara dos veces, primero Ay luego B,
a. écual es la probabilidad que el blanco sea alcanzado una vez por lo menos ( E )?

P(E) = 1- P(Ec) = 1- P( el blanco es alcanzado ninguna vez)
1- (0.75 * 0.75 * 0.667 * 0.667) = 3/4

b. Si cada uno dispara una vez y el blanco es alcanzado solamente una vez. ¢Cudl es
la probabilidad de que sea A el que dé en el blanco?

59



Teoria basica de probabilidad Gaitan Garavito

F = el blanco es alcanzado solo una vez

G =Adaenel blanco

F( G=Adaenelblancoy solo una vez es alcanzado
P(F)=0.25%0.667 + 0.333* 0.75 =5/12

P(F) G)=0.25*0.667 =2/12
P(G/F)=(2/12)/(5/12)=2/5

c. Si A puede disparar solo dos veces. ¢ Cuantas veces debe disparar B para que haya
por lo menos un 90% de probabilidad de que el blanco sea alcanzado una vez por lo
menos?

P( por lo menos una vez en el blanco ) = 1- P ( ninguna vez en el banco)

P( ninguna vez en el banco)< 0.10= 3/4*3/4*(2/3 )n

In(0.1*16/9)=nlIn(2/3)

n=(In0.1+16/9)/(In(2/3)) = 4.259

B debe tirar 5 veces

2.62 En la fabricacion de cierto articulo, se encuentran presentes un tipo de
defecto | con probabilidad 0.1 y un tipo de defecto Il con probabilidad 0.05.

Si se supone independencia entre los dos tipos de defectos, écudl es la probabilidad
gue un articulo seleccionado al azar,

a. sea bueno o con una clase de defectos?

b. sea defectuoso?

c. suponiendo que sea defectuosos, que tenga solo un tipo de defecto?

P(l) =0.1 P(I1)=0.05 P(I N 1)=0.05*0.1=0.005

El articulo puede ser: Bueno, Solo con defecto tipo |, Solo con defecto tipo Il, Ambos
defectos.

P(A) = P (sea bueno o con una clase defectos) = 1- P(ambos defectos )
P(A) = 1-0.005 = 0.995

P (B) = P ( defectuoso ) =P(1UIl)=0.1+0.05-0.005 =0.145

P(C) = P ( solo un tipo de defecto / defectuoso) =
(0.095 +0.045) / 0.145= 0.9655

2.63 Suponga que se tiene 2 urnas, cada una con dos cajones, la urna | tiene una
moneda de oro en un cajon y una de plata en el otro, mientras que la Il tiene una
moneda de oro en cada cajon. Si se selecciona una urna al azar y de esta un cajon al
azar, si la moneda es de oro écual es la probabilidad que provenga de la urna II?
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P(l)=0.5 P(O/1)=0.5 P(P/1)=0.5 P(l1)=0.5 P(O/I)=1
P(11/0)=(0.5*1) /(0.5 *1+0.5*0.5)=2/3

2.64 Considere el experimento aleatorio de lanzar dos dados normales una sola
vez y los siguientes sucesos:

A: El primero muestra un numero impar

B: El segundo muestrael3o0el 4

Determine si son Independientes

El espacio muestral para cada uno de los dadoses S={1, 2, 3,4, 5, 6}
P(A) = 1/2
P(B) = 1/3

Si los sucesos fueran independientes P(A(1B)=1/2 *1/3=1/6

Comprobando:
El espacio muestral para el experimento esta formado por 6*6 = 36 parejas
Las parejas que forman el suceso (A y B), el primero muestra un nimero impar vy el
segundo muestra el 3 o el 4, son {(1,3), (1,4), (3,3), (3,4), (5,3), ( 5,4) }, esto es,
3*2=6

P(A(1B)=6/36=1/6

Ay B son sucesos independientes.

2.65 Encuentre la probabilidad de que pase la corriente por cada uno de los
circuitos mostrados en la figura, sila probabilidad de que cada relé este cerrado es

p.

O

0O

S

Oo

pi = probabilidad de que pase corriente en i, ademas es la misma para cada
relé (p)
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a.P(1N2)=p *p,=p
b.P(1U2)=p+p-p'=2p-p’

c.P(1U(2N3)=P(1)+P(2N3)-P(1N2N3) =
P.+p,*p,-p*p*p=p+p-p

17. Problemas propuestos

2.66 Entre 64 médicos de un hospital 58 tienen seguro contra practicas
negligentes, 33 son cirujanos y 31 de los cirujanos tienen seguro contra practicas
negligentes. Si se selecciona un médico al azar. é{Cual es la probabilidad de que el
elegido no sea cirujano y no tenga seguro contra practicas negligentes? R: 4/64

2.67 Si se toman dos cartas de una pila desordenada de 52 cartas en juego.
éCuales son las probabilidades de sacar:

a. Dos diamantes?

b. Dos Ases?

c. Unarey y una reina en ese orden?

R: 0.0588, 0.00452, 0.00603

2.68 DadasP (K)=0.45,P(L) =0.27 y P(K(L)=0.13 determine las probabilidades
asociadas a:

P(KUL),P(K UL yP (KUL)
R:0.59, 0.68, 0.87

2.69 En la tabla siguiente se muestra la clasificacién de 60 alumnos segun el grado
gue cursan y de acuerdo a su ingrediente de pizza favorito.

Anchoas Cebolla Champifiones Picadillo

Primer Afo 7 6 7 3
Segundo Ao 1 9 0 9
Tercer Afio 3 2 5 8

Determine la probabilidad que al elegir un estudiante sea:

a. Alumno de primer afo cuyo remate de pizza favorito sean los
champifiones.

b. Un fandtico de la pizza de anchoas dado que es un alumno de tercer afio.

¢. Un alumno de segundo afio dado que no es un alumno de tercer afio.
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R:7/60, 3/18, 19/42

2.70 La probabilidad de que una rara enfermedad tropical se diagnostique
correctamente es 0.7. Si esta se diagnostica correctamente la probabilidad de que el
paciente sanara es 0.9, si no la probabilidad es 0.4 de que el paciente sanard. Si sana
un paciente que tiene la enfermedad, écudl es la probabilidad de que se le
diagnostico correctamente? R: 0.84

2.71 Si la probabilidad es 0.26 de que una mujer diga que el amarillo es su color
favorito. ¢Cudl es la probabilidad de que de cuatro mujeres seleccionadas al azar
todas digan que el amarillo es su color predilecto? R:0.00457

2.72 En una loteria A hay 10 boletos; de ellos uno gana y es seleccionado al azar.
En la loteria B hay 20 boletos, de ellos dos ganan y se seleccionan al azar. ¢En cual
loteria tenemos mas probabilidades de ganar al menos una vez si compramos dos
boletos? R. En la loteria A.

2.73 Un turista desea hacer una pequefiia fogata en el bosque, pero solo hay dos
cerillos. El puede elegir uno de dos métodos para prender la lefia: el primero
consiste en encender un cerillo y luego el otro si hace falta; el segundo es prender
juntos los cerillos. ¢Cudl de los dos métodos es mas aconsejable si se sabe que la
probabilidad de que se prenda la fogata con un solo cerillo es 0.55 y de que se
encienda con los dos cerrillos juntos es 0.9? R: es mas probable que se encienda con
los dos cerillos juntos.

2.74 En una encuesta de satisfaccién al cliente 3/5 de los sujetos sometidos a
interrogatorio tenian un automoévil japonés, 1/10 uno europeo y 3/10 uno
estadounidense. Del primer grupo, 85% respondié que compraria la misma marca
otra vez, en tanto que para los otros dos grupos los porcentajes correspondientes
son de 50 y 40%. ¢Cual es la probabilidad de que una persona que compra un
automovil de la misma marca de nuevo, tuviera uno japonés? R: 51/68

2.75 Se extrae una carta de una baraja ordinaria, sea A el evento “se obtiene un
as” y B el evento “se obtiene un diamante”. Son independientes los pares de

C C C C
eventos:AyB,A yB,AyB,A yB. R:si
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CAPITULO 3
VARIABLES ALEATORIAS

HISTORIA DE UN VENDEDOR DE
PERIODICOS

Moncho compra periddicos a Q0.50 cada uno y los vende a Q1.00, ahora bien,
cuando le quedan ejemplares sin vender los entrega al mayorista al dia siguiente que
se los paga a Q0.20 cada uno. Para Moncho, los dias de buena suerte son
imprevisibles y frecuentemente no tiene al menos la posibilidad de llegar a cubrir
sus gastos. Sin embargo, un poco de analisis estadistico puede ayudarlo a minimizar
las pérdidas.

Un dia decide hacer un balance de su actividad y reflexiona de la siguiente manera:
Jamas habia llegado a vender el mismo dia 50 periddicos.

Prepard el siguiente cuadro que corresponde a las posibles ganancias, haciendo
figurar sus compras y sus ventas mediante juegos de 10 periddicos, calculando la
ganancia de la siguiente forma: 1.00 X - 0.5Y + (Y-X) 0.2, donde X son las ventas o
demanda, Y son las compras u oferta, (Y-X) los periddicos que no vende, por dia.

DEMANDA

OFERTA 0 10 20 30 40 50
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0 0 0 0 0 0 0
10 -3 5 5 5 5 5
20 -6 2 10 10 10 10
30 -9 -1 7 15 15 15
40 -12 -4 4 12 20 20
50 -15 -7 1 9 17 25

Moncho se quedd perplejo al consultar el cuadro, comprando 50 periddicos puede
ganar Q25 pero arriesga perder Q15, comprando 20 puede ganar Q10 pero no
arriesga perder mas de Q6.

Lo importante no es lo que se gana en un dia, sino lo que se gana en un mes, dos
meses 0 mas. ¢Sera posible prever lo que puede ganar en un afo si compra todos los
dias la misma cantidad de periddicos? ¢ Cudl deberia ser esa cantidad para obtener la
maxima ganancia? ¢Como puede conocer el comportamiento de los clientes para
determinar cuantos periddicos puede poner a la venta?

Evidentemente la venta estaba influenciada por sucesos politicos o extraordinarios,
sin embargo la mayoria de los dias mostraban un comportamiento semejante, y
suponiendo que el futuro se parece al pasado, hoy iniciaria una serie de
observaciones, 100 exactamente, que le facilitarian contestar las preguntas
anteriores y predecir el comportamiento futuro.

Un estudiante de Estadistica, amigo de Moncho, le ofrecid su colaboracion. El
estudiante deseaba encontrar una férmula que pudiera ser utilizada para calcular la
ganancia esperada por Moncho.

Asi fue como un dia, analizando las notas que Moncho habia tomado y que se
muestran en la tabla, a partir de la frecuencia de las ventas y la frecuencia relativa
acumulada pudo muy facilmente calcular esta ganancia.

El andlisis fue el siguiente:

Si el futuro se presenta con la misma frecuencia que la mostrada por el pasado, se
tienen 12 posibilidades sobre 100 de vender cuando mdas 10 periddicos, P (X < 10),
44 posibilidades sobre 100 de vender cuando mds 21 P(X< 21) .... Esta relacién se
llama probabilidad acumulada de la demanda, F(X), donde X es la Variable
Demanda.

La ganancia marginal se puede encontrar mediante un razonamiento muy sencillo y
asi se puede conocer cuantos periddicos se tendra que comprar sistematicamente
por dia durante los proximos 100 dias, siempre y cuando el futuro tenga la misma
distribucién que el pasado.
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Suponga que siempre compra (S-1) periddicos ¢Qué pasara si decide comprar uno
mas? Ganaria Q0.5 con probabilidad 1-F(S-1), la cual es la probabilidad de una
demanda superior a (S1), P (X>(S-1)), y perderia Q0.3 con probabilidad F(S-1) que
es la probabilidad de que la demanda sea cuando mas igual a (S-1) , P(X< (S-1)), la
ganancia suplementaria esperada seria:

Q0.5 (1- F(S-1)) -Q0.3 F(S-1)=Q0.5-Q0.8 F(5-1)
Es pues interesante compra un periédico mds siempre que la ganancia
suplementaria sea mayor que cero;
0.5-0.8 F(S-1)>0, osea F(S-1)<0.5/0.8
F(S-1) < 0.625

Registros de la demanda de periddicos

Demanda Frecuencia  Acumulada Demanda Frecuencia Acumulada
observada relativa observada relativa
0 0 .0 26 4 .64
1 0 .0 27 3 .67
2 1 .01 28 3 .70
3 1 .02 29 4 74
4 1 .03 30 2 .76
5 2 .05 31 3 .79
6 1 .06 32 3 .82
7 1 .07 33 2 .84
8 1 .08 34 2 .86
9 2 .10 35 3 .88
10 2 12 36 1 .89
11 1 13 37 2 91
12 3 .16 38 2 .93
13 1 A7 39 1 .94
14 3 .20 40 2 .96
15 3 .23 41 0 .96
16 3 .26 42 1 .97
17 4 .30 43 1 .98
18 3 .33 44 0 .98
19 4 .37 45 0 .98
20 3 .40 46 1 .99
21 4 A4 47 0 .99
22 5 .49 48 0 .99
23 4 .53 49 1 1.00
24 4 .57 50 0 1.00
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25 3 .60 >50 0 1.00

Pero hay que detenerse para un valor de S tal que:
F(S-1) > 0.625

Es decir tomar una S tal que P(S-1) < 0.625 < P(S)

Consultando la tabla si S = 26, P(S-1) = 0.6 y P(S)= 0.64 La existencia doptima de
periddicos que hay que tener es 26.

La ganancia media o esperada que correspondera al valor de S= 26, debe ser
calculada tomando en cuenta todos los supuestos con su probabilidad asociada:
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ALCULOS PARA GANANCIAS ESPERADAS

Gaitan Garavito

demanda | probabilidad | factor | ganancia | esperado |ganancia2| esperado2 | ganancial| esperadol
0.8X |26 periodicos| 27periodicos 25 periodicos
0 0 0 -7.8 0 -8.1 0 -7.5 0
1 0 0.8 -7 0 -7.3 0 -6.7 0
2 0.01 1.6 -6.2 | -0.062 -6.5 -0.065 -5.9 -0.059
3 0.01 2.4 -5.4 -0.054 -5.7 -0.057 -5.1 -0.051
4 0.01 3.2 -4.6 -0.046 -4.9 -0.049 -4.3 -0.043
5 0.02 4 -3.8 -0.076 -4.1 -0.082 -3.5 -0.07
6 0.01 4.8 -3 -0.03 -3.3 -0.033 -2.7 -0.027
7 0.01 5.6 -2.2 -0.022 -2.5 -0.025 -1.9 -0.019
8 0.01 6.4 -1.4 -0.014 -1.7 -0.017 -1.1 -0.011
9 0.02 7.2 -0.6 | -0.012 -0.9 -0.018 -0.3 -0.006
10 0.02 8 0.2 0.004 -0.1 -0.002 0.5 0.01
11 0.01 8.8 1 0.01 0.7 0.007 1.3 0.013
12 0.03 9.6 1.8 0.054 1.5 0.045 2.1 0.063
13 0.01] 104 2.6 0.026 2.3 0.023 2.9 0.029
14 0.03| 11.2 3.4 0.102 3.1 0.093 3.7 0.111
15 0.03 12 4.2 0.126 3.9 0.117 4.5 0.135
16 0.03| 12.8 5 0.15 4.7 0.141 5.3 0.159
17 0.04 | 13.6 5.8 0.232 55 0.22 6.1 0.244
18 0.03| 14.4 6.6 0.198 6.3 0.189 6.9 0.207
19 0.04| 15.2 7.4 0.296 7.1 0.284 7.7 0.308
20 0.03 16 8.2 0.246 7.9 0.237 8.5 0.255
21 0.04 | 16.8 9 0.36 8.7 0.348 9.3 0.372
22 0.05( 17.6 9.8 0.49 9.5 0.475 10.1 0.505
23 0.04 | 18.4 10.6 0.424 10.3 0.412 10.9 0.436
24 0.04 | 19.2 11.4 0.456 11.1 0.444 11.7 0.468
25 0.03 20 12.2 0.366 11.9 0.357 12.5 0.375
26 0.04 | 20.8 13 0.52 12.7 0.508 12.5 0.5
27 0.03 13 13 0.39 13.5 0.405 12.5 0.375
28 0.03 13 13 0.39 13.5 0.405 12.5 0.375
29 0.04 13 13 0.52 13.5 0.54 12.5 0.5
30 0.02 13 13 0.26 13.5 0.27 12.5 0.25
31 0.03 13 13 0.39 13.5 0.405 12.5 0.375
32 0.03 13 13 0.39 13.5 0.405 12.5 0.375
33 0.02 13 13 0.26 13.5 0.27 12.5 0.25
34 0.02 13 13 0.26 13.5 0.27 12.5 0.25
35 0.02 13 13 0.26 13.5 0.27 12.5 0.25
36 0.01 13 13 0.13 13.5 0.135 12.5 0.125
37 0.02 13 13 0.26 13.5 0.27 12.5 0.25
38 0.02 13 13 0.26 13.5 0.27 12.5 0.25
39 0.01 13 13 0.13 13.5 0.135 12.5 0.125
40 0.02 13 13 0.26 13.5 0.27 12.5 0.25
41 0 13 13 0 13.5 0 12.5 0
42 0.01 13 13 0.13 13.5 0.135 12.5 0.125
43 0.01 13 13 0.13 13.5 0.135 12.5 0.125
44 0 13 13 0 13.5 0 12.5 0
45 0 13 13 0 13.5 0 12.5 0
46 0.01 13 13 0.13 13.5 0.135 12.5 0.125
47 0 13 13 0 13.5 0 12.5 0
48 0 13 13 0 13.5 0 12.5 0
49 0.01 13 13 0.13 13.5 0.135 12.5 0.125
50 0 13 13 0 13.5 0 12.5 0
8.424 8.412 8.404
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Ganancia esiguala Q1*X - Q0.5 *26 + Q0.2 (26-X) cuando la demanda X toma un
valor entre Oy 26

De igual forma Ganancia es igual a Q1 *26 - Q0.5 *26, cuando la variable X toma un
valor >26, la demanda es mayor que la oferta.

La Ganancia Esperada se calcula multiplicando la Ganancia (G) por su probabilidad
P(G), que es la misma que la probabilidad de la demanda P(X).
50
EG)=S GiP(Gi)
i=0

En la tabla siguiente se presentan los cdlculos y la ganancia esperada cuando S= 26
es 8.424 quetzales

En la misma tabla se calculan de igual manera la ganancia esperada para S= 27 y S=
25 se obtiene, Q 8.412 y Q 8.404 respectivamente.

Conclusion, comprando diariamente 26 periédicos se ganaria en promedio, el
maximo, o sea Q8.42 por dia. Sin embargo no hay que olvidar que se excluyen los
dias excepcionales, para eso dias esta conclusidén no sirve de nada.

3k 3k 3k 3k 3k %k %k 3k %k %k %k %k %k %k %k >k >k >k %k >k %k > >k >k %k %k k%
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Variables aleatorias

Al estudiar un fendmeno, o al observar una realidad, se llevan a cabo experimentos
cuyos resultados estdn sujetos al azar. El término experimento estadistico se utiliza
para describir cualquier proceso mediante el cual se generan varias observaciones al
azar de la realidad.

Es de hacer notar que las observaciones generadas caen en una de dos categorias:
Cuantitativas o Cualitativas, y que a estas Ultimas es importante asignarles una
descripcién numérica en funcidén de alguna de sus caracteristicas. Por ejemplo, si el
experimentos consiste en lanzar dos monedas y observar sus resultados, las
observaciones generadas por el experimento serdan: ambas monedas mostraron
cara, ambas mostraron escudo, la primera mostré cara y la segunda escudo o la
primera mostré escudo y la segunda cara. Sin embargo el valor numérico lo
podemos asignar de acuerdo al Niumero de Escudos que observamos en total: 0, 1
o 2.

Ahora, si el experimento consiste, en seleccionar una bombilla al azar de un lote
fabricado, ponerla en funcionamiento y observar el tiempo de vida antes de la falla,
las observaciones generadas seran 900 horas, 980 horas, 1000 horas o una infinidad
de posibles valores.

En ambos casos el resultado final los registramos como un nimero.
Definicion de variable aleatoria

El resultado observado de un experimento, esta contenido en su espacio muestral, y
una variable aleatoria es una funcion, una regla o una planteamiento, que permite
asociar un numero real con cada uno de los elementos del espacio muestral.

2.1 Variables Aleatorias Unidimensionales

Las variables unidimensionales se definen cuando se interesa observar solo una de

las caracteristicas del espacio muestral y se asigna, a cada elemento de éste, una
funcién que asocia un numero real.

Ejemplo:
3.1. Un funcionario de Salud Publica que tiene a su cargo 50 familias esta interesado

en estudiar el nimero de nifios por familia, a la Variable Aleatoria X,
unidimensional, se le define de esa forma, X= NUmero de nifios por familia.
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Si una familia en particular, familia Juarez, tiene 3 hijos, X toma para este caso, el
valor de 3.

2.2 Variables Aleatorias Bidimensionales

Las variables bidimensionales se definen cuando el interés es observar dos
caracteristicas del mismo espacio muestral y se le asigna a cada elemento de éste
dos funciones que le hacen corresponder una pareja de niUmeros reales.

Ejemplo:

3.2. Si el funcionario de Salud Publica esta interesado en estudiar el nUmero de
nifos por familia y la edad en anos del jefe de familia, la variable bidimensional se
describe como (X,Y) donde X = NUumero de nifios por familia, Y= edad en afios
cumplidos del jefe de familia. Si la familia Juarez tiene 3 hijos y el jefe de familia
tiene 26 afios, la variable X toma el valor de 3 y la variable Y el valor de 26, El
resultado de la variable bidimensional se escribe: (X=3, Y=26)

2.3 Variables Aleatorias n-dimensionales

Se denominan variables aleatorias n dimensionales al conjunto de X X, X;X..........
X, donde cada X; es una funcion que asigna a cada uno de los elementos del espacio

muetral un numero real, se presenta cuando se esta interesado en estudiar n
caracteristicas del mismo simultdneamente.

Recorrido de la variable aleatoria
Si se considera que en el grupo de 50 familias, que tiene a su cargo el funcionario de
Salud, algunas no tienen hijos y otras tienen hasta 6 hijos, al seleccionar una familia
al azar, la Variable X puede tomar los valores, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6; a este conjunto de

resultados se le denomina recorrido de X (Rx).

Al conjunto de todos los posibles valores de una variable aleatoria se le llama rango
o recorrido.

Clasificacion de las Variables Aleatorias

De acuerdo a su recorrido las variables aleatorias se clasifican en: Discretas y
Continuas
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4.1 \Variables aleatorias unidimensionales discretas

X es una variable aleatoria Discreta si su recorrido se identifica como un conjunto de
valores numerable, finito o infinito.

Rx ={ X1,X2, X3,Xa, X5,........ Xn}
Ejemplo:

3.3. De un conjunto de personas se seleccionan 3 al azar y se clasifican de acuerdo a
su género, masculino (M) o femenino (F):

El espacio muestral del experimento es,
S ={(M,M,M) (M,F,M) (M,M,F) (F,M,M) (F,F,M) (F,M,F) (M,F,F) (F,F,F)}

Si X es la variable “numero de varones seleccionados”, X puede tomar 4
valores, Rx ={ 0,1,2,3,}

Resuelva

3.4 En una caja hay 5 envases de agua gaseosa de los cuales 4 son Coca Colay 1 es
Pepsi Cola. Si se selecciona al azar 2 de ellos, sin sustitucidon y V representa el
niumero de envases de Pepsi Cola seleccionados, encuentre el recorrido de la
variable V

4.2 Distribucion de Probabilidades de las Variables Aleatorias Unidimensionales
Discretas

Si X es una variable aleatoria definida en el espacio muestral de un experimento
aleatorio, se dice que X es discreta si su recorrido es un conjunto numerable (finito o
infinito):

Rx ={ X1,X2, X3,Xa, X5,........ Xn}

y a cada uno de los posibles valores de X se le puede asociar un nimero real positivo
P(x ),i=123...n..., que es llamado probabilidad ( puntual ) de x que representa
una medida de la posibilidad de que la Variable Aleatoria tome el valor x, ademas

satisface las siguientes condiciones:
0<P(x) <1

72



Teoria basica de probabilidad Gaitan Garavito

Srx) =1

i=1
Una férmula, tabla o grafica que muestra el recorrido de la variable aleatoria
asociando sus probabilidades puntuales se denomina distribucion de probabilidades
de la Variable Aleatoria.

Asi, si se lanza una moneda dos veces, el espacio muestral asociado al experimento
es: S ={ (cc), (ce) (ec), (ee) }. Bajo el supuesto que se trata de un espacio
equiprobable, cada uno de sus elementos tiene probabilidad igual a 0.25.

Sea X la variable aleatoria “nimero de caras que se muestran “. El recorrido de la
variable X es Rx = { 0,1,2} y la distribucién de probabilidades de X se presenta a
continuacion:

Variable X 0 1 2
Probabilidad de X 0.25 0.5 0.25

La probabilidad de un suceso B, P(B), definido en el recorrido de X, es decir B es un
subconjunto del recorrido de X, se determina sumando las probabilidades de los
resultados individuales asociados a él.

Sea B el suceso “aparece al menos una cara “. B estd formado por el subconjunto
{X=1, X=2} por lo que P(B) =0.75

La probabilidad de que la variable aleatoria X tome un valor menor o igual a un x
especifico, se define como Probabilidad Acumulada a x;y se denota por

F(X=x)=P(X<x)

i=1

Sea C el suceso “Aparece a lo mds 1 cara”, C estd formado por el subconjunto { X=0,
X=1} yP(C)=P(X<1)=F(X=1)

F(X=1)=P(X=0) + P(X=1) = 0.75
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Una férmula, tabla o grafica que muestra el recorrido de la variable aleatoria
asociando sus probabilidades acumuladas se denomina distribucion de probabilidad
acumulada o distribucién acumulada.

Por otra parte, si se conoce la distribucién acumulada, es factible construir la
distribucién de probabilidades al determinar la probabilidad puntual P (xi) de la
siguiente forma:

P (xi) = F (xi) - F (xi.1)
Ejemplo:

3.5 Se sabe que en un grupo de 4 componentes se tienen 2 defectuosos, un
Inspector prueba uno por uno hasta encontrar los dos defectuosos, una vez
encontrados se terminan las pruebas, pero se prueba el segundo defectuoso como
comprobacion.

Sea Y la variable aleatoria “Numero de pruebas necesarias para encontrar los dos
defectuosos”. La distribucion de Probabilidades de Y se determina de la siguiente
forma:

El recorrido de la Variable Aleatoriaes Ry={2,3,4}

Al menos se deben efectuar dos pruebas, a lo mds se deben probar los 4
componentes.

Las probabilidades puntuales asociadas a cada uno de los posibles valores de Y se
calculan aplicando el concepto de probabilidad condicional:

P(Y=2) =la probabilidad de que la primera y la segunda prueba sean de los
componentes defectuosos.

P(Y=2)=1/2*1/3=1/6

P(Y=3) = la probabilidad de que: la primera y la tercera prueba sea de los
componentes defectuosos y la segunda de un componente no defectuosos, o la
primera sea de un componente no defectuosos y la segunda y la tercera de los
componentes defectuosos.

P(Y=3)=1/2*2/3*1/2 +1/2 *2/3+1/2=1/3

P (Y=4) = La probabilidad de que: las dos primeras pruebas sean de los componentes
no defectuosos y las dos ultimas de los defectuosos, o la primera y la tercera de los
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componentes no defectuoso y la segunda y la cuarta de los defectuosos, o la
primera y la cuarta de los componentes defectuosos y la segunda y tercera de los no
defectuosos.

P(Y=4)=1/2*1/3*1+1/2*2/3*1/2*1+1/2*2/3*1/2*1=1/2

Distribucion de Probabilidades de Y

Variable aleatoria Y | Probabilidad puntual | Probabilidad acumulada
2 1/6 1/6
3 2/6 3/6
4 3/6 1
suma 6/6

Sea B el suceso “son necesarias mds de 2 pruebas para encontrar los articulos
defectuosos”, entonces la probabilidad del suceso B es,

P (B) = P(Y=3)+P(Y=4)=5/6

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

06T 0.5555

0.51

041
0.3333

0.31

021 0.1666

0.11

0.0

t t
2 3 4

Numero de Pruebas
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DISTRIBUCION ACUMULADA

1.0 1

0.8
0.6 0.5

0.4
0.2 0.17

0:0.

2 ' 3 ' 4

Numero de Pruebas

Resuelva

3.6 Se eligen al azar 3 personas de una lista de estudiantes, se supone que la
proporciéon de estudiantes de sexo femenino es 0.4 y que el numero es
suficientemente grande para considerar la seleccion de los 3 como pruebas
independientes. Si X es el nUmero de mujeres que aparecen en la muestra, calcule la
distribuciéon de probabilidades de X y la funcion acumulada, haga la representacién
graficay calcule P(x>2)yP(X>1/X<3). R:P(X>2)= 0.352, P(x>1/x<3)=0.3076

4.3 Cambio de variables con distribuciones discretas
Sea X una variable aleatoria discreta con distribucion de probabilidades conocida.
Suponga que se define una nueva variable aleatoria Y en términos de X, Y = g (X)
donde a cada uno de los valores de X le corresponde uno y solamente uno de los
valores de Y, e inversamente, X = W (Y), entonces la funcién de probabilidad de Y
esta dada por:

G(Y) =P(w(Y))
Ejemplo:
3.7 En un bazar destinado a colectar fondos para una instituciéon benéfica cuesta
Q0.50 probar suerte en sacar un as de una pila de 52 cartas. Encuentre la
distribucidn de probabilidades de la Variable aleatoria U “utilidad del juego” si gana

Q4.00 si y solo si una persona saca un as.

Si X es la Variable aleatoria “NUmero de ases seleccionados” el recorrido de X esta
dado por Rx ={ 0, 1} y las probabilidades que le corresponden son:

P(X=0) =48/52 y P(X=1)= 4/52
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La Variable U, se define en términos de X, U= 4*X - 0.50, entonces;
G (U)=P(X= (U+0.5) /4)

La Distribucion de probabilidades de U esta dada por:

Variable U Probabilidad G(U) | Probabilidad
Acumulada

-0.5 48/52 48/52

3.5 04/52 1

Resuelva

3.8 Un lote de 10 motores eléctricos debe ser vendido a un distribuidor siguiendo el
siguiente procedimiento: se escogen al azar 2 elementos si uno 0 mas son
defectuosos el lote es rechazado y el distribuidor no lo compra, de otro modo lo
acepta y lo compra.

Suponga que cada motor cuesta Q75 y se vende a Q100, si el lote tiene un motor
defectuoso, écual es la distribucidn de probabilidades de la utilidad del vendedor?

R: P (250)= 36/45 P(-750) = 9/45

4.4 \Variables aleatorias unidimensionales continuas
Una variable X es continua si el conjunto de sus posibles valores es infinito no

numerable. La forma idonea de representar una variable continua es a través de un
intervalo en el conjunto de los numeros reales: Rx ={a < X < b}.

Ejemplo
3.9 Se ha observado, en un experimento, que el tiempo que tarda una reaccion
guimica de cierto compuesto esta comprendido en el intervalo de 0.1 a 2.0
segundos. Si se realiza uno de estos experimentos y X es la variable “tiempo de
reaccion”, los valores que puede tomar X, es decir su recorrido, se define con el
intervalo
Rx={0.1< X< 2.0}
El modelo de variables aleatorias continuas puede ser utilizado en

experimentos que tengan asociados recorridos discretos, que teniendo un gran
numero de elementos se prefiere representar tedricamente como continuos.

Ejemplo
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3.10 El tiempo que permanece un turista europeo en un hotel es de: 45, 46, 47,
....72, 73, 74, o 75 dias. Si X es la variable “NUumero de dias de permanencia en el
Hotel” el recorrido de X puede representarse como un recorrido continuo, al
considerar que simplificando de esta forma el modelo no se tendran errores
significativos en el analisis de la variable.

Rx = {45 <X <75}

4.5 Funcion de densidad de probabilidad y funcion de distribucién acumulada
que describen las variables continuas

Anteriormente se definié una Variable Aleatoria Continua como una variable que
puede tomar un numero infinito, no numerable, de valores, y corresponden a los
puntos sobre un intervalo en el conjunto de los nimeros reales: 0o < X < 0o

Rx={a<X<b}

En consecuencia, dado que entre cualquiera de los valores a y b existe un numero
infinito de resultados, P(X = x) pierde significado y es necesario definir la
probabilidad a través de una funcién de densidad de probabilidad f(X).

La funcion de densidad de probabilidad es una funcidon no negativa, describe una
curva en términos de la variable X que representa su comportamiento
probabilistico y al dibujarse en los ejes del plano R ° satisface las siguientes

condiciones:

El area total delimitada por la curva f(X) y el eje X es igual a uno, por lo que se dice
que describe un area de Probabilidad.

f(X)

area=1

Recorrido variable X

La sub area bajo la curva limitada por ella, el eje X y las perpendiculares trazadas en
dos puntos c y d cualquiera, que pertenezcan al intervalo [a,b], constituye la
probabilidad de que la variable tome los valores entre cy d, esto es P(c < X< d), por
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lo que la probabilidad de un suceso, se determina encontrando el area bajo la curva
que describe la funcién de densidad entre limites particularmente establecidos en el
suceso.

P(c<X<d)= f: f(x)dx

f(x)

P( c<x<d)

N

C d

La probabilidad de que la variable aleatoria X toma un valor menor o igual a x_, un
valor especifico, representa la Probabilidad Acumulada a x_, P (X < x,), definida
para cualquier valor de x, entre el intervalo [a,b] y se representa por F ( X = X,)

En términos generales, se define para toda x, perteneciente a un recorrido definido,
una funcién F(X,) que se denomina Funcién de Distribucion Acumulada o Funcion de
Distribucion de la variable %X, que permite describir su comportamiento
probabilistico, esta funcidn se calcula de la forma siguiente

F (Xo) = [ f(x)dx a<xo<b

Si F(X) es la funcién de distribucion acumulada de una variable aleatoria continua,
entonces la funcidon de densidad de probabilidad f(X) se determina como dF(X)/dx
para todos los valores posibles de X.

La Funcion de distribucion acumulada permite calcular las probabilidades de
cualquier evento asi:
P(c<X<d)= F(X=d) - F(X=¢)

Ejemplo:
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3.11 Eltiempo en horas, que transcurre entre una llamada de emergencia y otra en
un hospital, se considera como una variable X, continua, en el intervalo de cero a
uno, 0 < X< 1, por lo que puede tomar cualquiera de los infinitos puntos medibles en
ese intervalo; asi entre una y otra llamada pueden pasar: 30 minutos, 15 segundos 9
milésimas de segundo; o 30 minutos, 16 segundos, una décima de segundo; etc.

Si la funcidon de densidad de probabilidad de la variable es f(X) = 2-2X, la curva
(recta) describe la siguiente arrea:

f(x) (0

2 2 P(X>0.45)
1.2 \\
N\
\\
X N\ X
0 1 o 045 1

Ya que f(X) limita con el eje X el drea de un tridangulo rectangulo con base una
unidad y altura 2 unidades, tenemos el area total del tridngulo igual a (1/2) * base *
altura=(1/2) *1 * 2 =1, yrepresenta un area de probabilidad,

Para calcular la probabilidad que el tiempo entre una llamada y otra sea mayor de
27 minutos (0.45 horas), se determina el area bajo la curva como lo indica la figura;
Area =(1/2) * (1-0.45) * 1.1 =0.3025

P(X > 0.45) = 0.3025

Para encontrar el valor del érea bajo la curva generalmente se usa el célculo integral

P(X>0.45)= [

oas(Z2 —2x)dx  =0.3025

Si X es una variable aleatoria continua con f{(X)=2 - 2X, donde 0<X< 1
La funcién de distribucion acumulada de X, F(X,) esta dada por:

F(Xo) = F(X=x ) = 02 =2x)dx = 2%—x,’ si 0<x<1

F(X=x)=0six <0
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F(X=x)=1six > 1

A partir de esta funcidn de distribucién es posible obtener la probabilidad de que X
tome un valor en el intervalo [0.5, 0.75]:

P (0.5 <X < 0.75) = F(x_=0.75) - F(x,=0.5) =[ 2 * 0.75 - 0-75" ] -[ 2 * 0.5 - 0.5]]
=0.1875

Resolver

3.12 Sea Y una variable aleatoria continua con funcidn de densidad de probabilidad
f(x) = 3 y? O<y<1

Encuentre

P(0.2<y<0.6)

La funcién de distribucién acumulada

Utilizando la funcién de distribucion calcule P( X >02.)
R: 0.208, 0.992

4.6 Cambio de variables con distribuciones continuas

Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad de probabilidad f(X)
conocida, al definir una nueva variable Y como funcién de X, Y = f (X), o en forma
inversa X =W (Y), existiendo una correspondencia uno a uno entre los valores de X y
Y, entonces la distribucion de probabilidades de Y, g(Y)es: g(Y) = f(w (Y)) |J|, donde J

recibe el nombre de jacobiano de la transformacion y es la primera derivada de w (Y)
respecto de .

Ejemplo:

3.13. Sea X una Variable Aleatoria continua con funcién de densidad de
probabilidad f(X) = X*> /81, en el recorrido -3<X<6

La funciéon de densidad de probabilidad de Y = (1/3) (12-X) estéa dada por:
Y=f (X)=1/3 (12-X) w(Y) = X = 12 - 3Y

dx/dy= dw(Y)/ dy=J=-3

g(Y)=[(12-3Y)° /811 *|-3 | =(12-3Y)°/ 27
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En el recorrido 2<Y< 5

Suponga que X es una Variable Aleatoria Continua, con funcién de densidad de
probabilidad f(X). SiY se define como una transformacion entre los valores de Xy Y
gue no tienen una correspondencia uno a uno, pero el intervalo sobre el cual X se
define puede dividirse en k conjuntos mutuamente excluyentes de tal manera que a
cada una de las funciones inversas X, = W,(Y) ; X, =W,(Y); X; = W,(Y); ......... X, =
w,(Y) deY=f (X ) mantienen para los valores de X, Y una correspondencia uno a
uno, entonces la distribucién de probabilidades de Y es
k
g(Y)= Sfw(y)) [ J]

i=1

Donde Ji, jacobiano, es la primera derivada de w,(Y) respecto de Y

Ejemplo:

3.14 Se considera a X como una variable aleatoria con funcién de densidad:
f(X) = (1+X)/2 en el intervalo -1 <X <1, la funcién de densidad de probabilidad de Y =
X’ se obtiene de la siguiente forma:

Dado que no hay una correspondencia uno a uno entre X y Y el intervalo sobre el
cual se define X puede dividirse en conjuntos mutuamente excluyentes:

-1 <X <0 X, =wy(Y) = -(Y")

0<X<1 X =W (Y) = +(Y")

En los cuales a toda X le corresponde un valor de Y

Entonces dado que:

|J1=1-1/2(v ) |
|0|=1 1/2(Y™? |

La funcién de densidad de probabilidad de Y:
/2

gV)=[(1-Y 210 1200 ™) 1+ Ly 21072 (0 V) =

gly)=1/2(Y 2 ) enelrecorrido 0<Y<1
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Esperanza y varianza de las variables Aleatorias
En la descripcién de las variables aleatorias, los pardmetros dan una informacién
valiosa acerca de la distribucién de probabilidades y algunas veces se usan para
especificarlas. Dos parametros importantes son La Esperanza (Esperanza
matemadtica, Valor esperado) y la Varianza, asociada a esta ultima, la Desviacién
Estandar.

5.1 Esperanza

La esperanza E(X), o valor esperado de X es un promedio ponderado de los posibles
valores de X, teniendo como medida de ponderacién sus probabilidades de
ocurrencia.

Para calcular la Esperanza de una Variable, sea esta discreta o continua se aplican las
formulas siguientes:

E(X)= XI-,xi*p(xi) (variables discretas)

E(X)= [ x*f(x)dx  (Variables Continuas)
Sea g(X) una funcion de la variable aleatoria X, entonces:

E(g(X)) = 21, g(xi) * p(xi) (variables discretas)
E(g(X)) = f_oja g(x)f(x)dx ( Variables Continuasi)

Propiedades de la Esperanza

Si X no es variable aleatoria sino una constante, C, entonces E(X) =C
El valor esperado de X multiplicada por una constante C, E(CX), es igual al
valor esperado de X multiplicado por la constante, E(X)* C
Si X, Y son dos variables cualesquiera, el valor esperado de la suma de la
variables es la suma de los valores esperados.

E(X+Y ) = E(X)+E(Y)
SiXy, Xy Xy X X, son variables cualesquiera independientes, entonces:
E(X XX, +XH.eenn X.) = E(X))+ E(X,) +E(X;)+ E(X) +....... E(X)
El valor esperado de la suma o diferencia de dos o mas funciones de una
variable aleatoria X es:
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E[g(x) £ h(x) ] = E(g(x) ) + E (h(x))

Ejemplo

3.15 La distribucidn de probabilidad de X, el nimero de imperfecciones por cada 10
metros, de una tela sintética dispuesta en rollos continuos de ancho uniforme, esta
dada por

X 0 1 2 3 4

P(X) 0.41 0.37 0.16 0.05 0.01

El nimero promedio de imperfecciones en 10 metros de esta tela es:

E(X) = 0*0.41 + 1*0.37 +2*0.16 + 3*0.05 + 3*0.01 = 0.88

3.16 Al empleado de un lavado de autos se le paga de acuerdo con el nimero de
autos que lava. Suponga que las probabilidades son 1/12, 1/12, 1/4, 1/4,1/6,y 1/6
respectivamente de que el empleado reciba $7, $9, $11, $13, $15, o $17 entre las
4:00 vy las 5:00 pm en cualquier viernes soleado.

X 7 9 11 13 15 17
P(X) 1/12 1/12 1/4 1/4 1/6 1/6

La ganancia esperada del empleado para este periodo particular es:
E(X) = 12.6667

3.17. Suponga que el tiempo (en minutos) en el que se obtiene una reaccidn
quimica para cierto compuesto es una variable aleatoria con funcion de densidad de
probabilidad f(X) = 6X (1-X) en el recorrido 0 <X <1,y f(X) =0 en cualquier otro
caso.

El tiempo promedio en el que se obtiene la reaccién es de 0.5 minutos

EX)= [ x*(6x(1-x)dx =172
Resuelva
3.18 El jefe de policia de una ciudad sabe que las probabilidades de 0,1, 2, 3,4,05

robos de autos en cierto dia son 0.21, 0.37, 0.35, 0.13, 0.03, 0.01, respectivamente
¢Cuantos robos de auto espera que ocurran en un dia? R:1.47
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3.19 La ganancia de un comerciante de motocicletas en unidades de 1000 délares se
puede considerar una variable aleatoria con funcién de densidad de probabilidad
f(x) = 2 (1-X) 0<X<1

Determine la ganancia esperada del comerciante R: 333.33 $

5.2 Varianzay desviacion estandar

La varianza de una variable aleatoria X, es una medida de dispersién de la
distribucién de probabilidades, mide el grado de concentracion de los valores de X, y
es el promedio ponderado o esperanza de las desviaciones cuadradas de cada uno

de los valores posibles de X en relacién a E(X).
V(X)=E (xi -E(X))’

E (xi — E(X))* = 27ty (xi — E(X))? = p(xi) (variables discretas)
Ei—E(X))’ = [° (x —E(X))?* f(x)dx (Variables Continuasi)

Una férmula alternativa para calcular la varianza es la siguiente
V(X) = E(X)-E(X)’

Donde
E(X') = X, xi? = p(xi) (variables discretas)
E(X) = ff;o x% x f(x)dx (Variables continuas)

La varianza de una funcidon g de la variable aleatoria X, g(X), se determina como:
V(glx))=E[g(X)-E(gX)]"

V(g(X)) = m . (g(xi) — E(g(xi)) )? * p(xi) (Variables Discretas)

V(g(X)) = f_ojo(g(x) - E(g(X)))z * f(x)dx (Variables Continuas)

La raiz cuadrada de la varianza es la Desviacion Estandar, S (X), da informacién
sobre qué tan alejados, en promedio, pueden situarse los valores observados de X
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con respecto a su valor esperado y una idea del recorrido de la distribucién si este es
desconocido.

Propiedades de la varianza
Si X es una constante, C, entonces V(X) =0
El valor de la varianza de una variable X multiplicada por una constante C,
V(CX), es igual al valor de la varianza de X multiplicado por la constante al
cuadrado, V(X) C2
Si X, Y son dos variables independientes, la varianza de la suma de las
variables es igual a la suma de las varianzas.
V(X+Y) = V(X)+V (Y)
Ademas V(X-Y) =V(X) +V (Y)
SiXp X X3 X e X, son variables independientes, entonces:
V(X X, +X, +X+.e, X)) = V(X )+ V(X,) +V(X; )+ V(X) +...... V(X.)

Ejemplo

3.20 Continuando con el ejemplo 3.16. Suponga que el tiempo, X medido en
minutos, en el que se obtiene una reaccidon quimica para cierto compuesto es una
variable aleatoria con funcidén de densidad de probabilidad f(X) = 6X (1-X) en el
recorrido 0<X<1, y f(X) =0en cualquier otro caso, como ya se planted

E(X) = [, x * (6x(1 — x))dx =1/2
Entonces se calcula la varianza del tiempo de reaccidn de la forma siguiente:

E(XY)= [ %2 * (6x(1 - x))dx =03
0

V(X) =0.3-0.5 =0.05 minutos cuadrados

S (X) = 0.2236 minutos, interpretando que los tiempos reales de reaccién cuando
se elabora el compuesto se alejan de su valor esperado en promedio 0.2236
minutos.

Resuelva

3.21 El jefe de policia de una ciudad sabe que las probabilidades de 0, 1, 2, 3,4,05
robos de autos en cierto dia son 0.21, 0.37, 0.35, 0.13, 0.03, 0.01, respectivamente
¢Cuadl es del valor de la desviacion estandar del nimero de autos robados?

R: 1.053
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3.22 La ganancia de un comerciante de autos en unidades de 1000 ddlares se puede
considerar una variable aleatoria con funcién de densidad de probabilidad

f(x) = 2 (1-X) 0<X<1

Determine la varianza y la desviacién estandar de X.

R: 0.551, 0.2347

5.3 Ejemplos de aplicacidn de la esperanza y la varianza de una variable aleatoria

3.23 En una oficina de servicio al cliente, no se puede conocer con exactitud
cuantas personas seran atendidas en un dia cualquiera, por tanto, el nimero de
clientes que seran atendidos es una variable aleatoria. Sin embargo algunas
decisiones administrativas requeriran conocer el nimero de clientes (variable) que
se espera que lleguen.

Si los expediente diarios de registro indican que la variable fluctia entre 10 y 15
¢Qué se espera que suceda? ¢Sera una cifra cercana a 15? éOcercanaal0?

El Valor Esperado es un concepto fundamental en éste analisis, ya que representa
un promedio ponderado de los resultados que se esperan en el futuro.

Si la distribucion de probabilidades de esta variable X= Numero de clientes
atendidos es P(X)=1/6 para X=10, 11, 12,13, 14, 15. El valor esperado es 12.5.
E(X)= 10/6+11/6 +12/6 +13/6 + 14/6 + 15/6= 12.5

El director de la oficina, basard sus decisiones en funcién a este valor esperado, hard
una estimaciéon de tiempo que estard ocupado el personal, la cantidad de material a
utilizar, etc.

¢Qué significa esta cifra? Significa que durante un largo periodo, el nimero de
clientes diarios deberd promediar cerca de 12.5. No hay que olvidar que es un valor

esperado, no significa que el dia de mafiana visitardn el centro 12.5 personas.

La Varianza que corresponde a esta variable aleatoria se calcula de la siguiente
forma:

V(X) = E(X) - E(X)’ donde
E(X) = 10°/6+11°/6+12°/6+13/6+14/6+15/6
E(X") = 159.1666
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V(X) = 159.1666 - 12.5° = 2.9166

La Desviacidn Estandar de la variable es 1.707, concluyendo que el nimero de
clientes que llegan se alejan en promedio de su valor esperado en + 1.707.

3.24 Suponga que una tienda de abarrotes compra cinco envases de leche
descremada al precio de mayoreo de $1.20 por envase y la revende a $1.65 por
envase, Después de la fecha de caducidad, la leche que no se vende se retira de los
anaqueles y el tendero recibe un crédito del distribuidor igual a tres cuartos del
precio de mayoreo. Si la distribucidon de probabilidades de la variable X, nimero de
envases que se venden del lote es:

X 0 1 2 3 4 5
P(X) 1/15 2/15 2/15 3/15 4/15 3/15

Encuentre la utilidad (U) esperada.
U=1.65X+0.9(5X)-1.20(5=0.75X-1.5

E(U) =0.75 E(X) - 1.5
Dado que E(X) = 3.06667 envases
E(U)=0.75(3.0667)-1.5=0.85$

Encuentre la varianza de U

V(U) = (0.75)* V(X)

Dado que la varianza de X es 2.32888

V(U) = (0.75)* * 2.23888 =1.3099 ddlares cuadrados

3.25 El tiempo total, medido en unidades de 100 horas que un adolescente utiliza su
estero en un periodo de un afo es una variable continua X que tiene la funcion de
densidad:

f(X) = x O<x<1
fX)= 2-x 1<x<2
f(X)=0 en otro caso

Calcule la media de la variable aleatoria Y = 60 X * + 39 X donde Y es igual a
numero de kilowatt hora que gasta al ano.

E(Y)=E(60X°+39X)=E(60X")+E(39X)=60E(X’)+39E(X)
1 2
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EX)=[fx*dx + [ x(2x)dx=1
0 1

1
EX)= | x’dx +

0

ol S )

x* (2-x) dx = 1.1666

E(Y)=60(1.1666) + 39 (1) = 109
5.4 Momentos de las variables aleatorias

La media y la desviacidn estandar a pesar de ofrecer informacidn util en el analisis
de variables aleatorias, no proporcionan una descripcién Unica de las distribuciones,
por lo tanto se considera otro conjunto de medidas numéricas que bajo condiciones
generales determinan de manera Unica la distribucién de la variable aleatoria, esta
medidas son los Momentos.

El i-ésimo momento de una variable aleatoria con respecto a su origen se denota
como E (X') y representa el valor esperado de la i- ésima potencia de la variable X

E(X) = Y71 Xjri* p(Xj) (variables discretas)

E(X) = [ x7i* f(x)dx (Variables continuas)

Se identifica al valor esperado y la varianza de una variable aleatoria como, el primer
momento respecto al origen y la diferencia entre el segundo momento vy el primer
momento respecto al origen, respectivamente.

Otras medidas importantes de las variables aleatorias se definen como el i-ésimo

i
Momento Central, o respecto a su media, E( (X - E( X) )), la varianza de la variable
aleatoria se identifica como el segundo momento respecto a su media .

Desigualdad de Chebyshev

El conocimiento de una medida de dispersidén, permite tener una idea aproximada
de la amplitud de las desviaciones que efectivamente tendran los valores de la
variable aleatoria en relacidn con su valor medio. Sin embargo, aunque la media vy la
varianza se consideran suficientes para caracterizar por completo una distribucion
conocida, el reciproco no es posible, es decir si se conoce la esperanza y la varianza
y no se especifica nada mas respecto a la forma de su distribucion, no es posible
asociar probabilidades a sucesos especiales.
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En los casos en que ningun supuesto referente a la distribucidn esta justificado, la
Desigualdad de Chebyshev da una informacién util acerca del comportamiento de la
variable aleatoria, asignando una cota inferior (superior), para asociar una
probabilidad de que el valor de la variable esté dentro de un intervalo sefialado.
Afirma que al menos (1-1/k?) *100 de los datos, generados al observar la variable,
esta entre el intervalo E(x) + k S(x) donde k es cualquier nimero mayor que 1.

Sea X una variable aleatoria con E(X) = my e un numero real positivo

P(] x-m| > €< V(X) /€ (cota superior)

P(|x-m| < €>1- V(X)/€ (cotainferior)

Sie=ks P(|x-m|>ks)<1/k’

Y portantoP (| x-m|<ks) >1/k’

Esta desigualdad es notable por lo poco que se presume de la conducta

probabilistica de la variable aleatoria y demuestra como la varianza mide el grado de
concentracién de los datos.

Ejemplo

3.26. Al medir un conjunto de marcos de aluminio se tiene como resultado un ancho
promedio de 3.03 pulgadas con una desviacién estdndar de 0.05.

La proporcion minima de marcos que se considera deben estar entre + 0.125
pulgadas de su media se calcula:

Sie=ks =0.125
P(|X-3.03|<0.125)> 1- (0.05°/0.125°) >0.84.

De acuerdo a la Desigualdad de Chebyshev, la proporcion minima de marcos que se
encuentran en el intervalo [2.905, 3.155] es de 84%.

Otra forma de resolver el problema es la siguiente.
Sie=ks =0.125entonces k es igual a 2.5
P(|X-3.03|<2.5%0.05)>1-(1/257%) > 1-0,16 (0.84)

Resuelva

3.27 Los diametros de la fechas para chumaceras tiene una media de 1.27776 cm y
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una desviacion estandar de 0.00254, el ensamble permite una tolerancia de + 0.03 a
partir de la media.

Cual es la proporcidon limite maxima de flechas que no cumplen con las
especificaciones 1.277 + 0.03 R: 0.71%

Calcule la proporcion minima de flechas que estan entre los limites 1.2777+ 0.03
Cual es la proporcion limite minima de flechas que estan entre los limites 1.2776+
0.01.R:0.9354

7. Problemas resueltos

3.28 De una caja que contiene 4 monedas de 1000 pesos y 2 de 500 pesos, se
seleccionan 3, sin reemplazo. Determine la distribucion de probabilidad del total de
dinero que se obtiene con las tres monedas.

A: la moneda es de 1000 pesos

B: la moneda es de 500 pesos

X = numero de monedas de 1000 pesos
T = total de las tres monedas = 1000X + 500 (3-X)

Espacio de resultados X T
ldeAy2deB 1 2000
2deAyldeB 2 2500
3deAy0OdeB 3 3000
X P(X) F(X)
1 4C1 2C2 / 6C3 =0.2 0.2

2 4C4 4C4/ 6C3 =0.6 0.8

3 4C3 2C0/ 6C3 =0.2 1

Distribucidn de probabilidades de T
T 2000 2500 3000
P(T) 0.2 0.6 0.2

3.29 Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad de
probabilidad de la forma siguiente:

f(X) = 2X 0<x<1
f(X) = 0 en otro caso

a. La funcidn de distribucion acumulada de X es:
X

o

F(X)=P(X<Xo)= J 2xdx=X’cuandoO<Xo<1
0
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y se define como:

F(X)=0 si -oo0<Xo <0
F(X)=Xo" si 0<Xo<1
FX)=1 siX>1

b.P(0.2<X<0.4)= F(0.4)-F(0.2)=0.12

1
c. E(X) = _r 2x dx=2/3
0
1

dEX)= | 2xdx=1/2
0

V(X)=1/2-(2/3)°=1/18
e. s (X)=0.2357

330 Sif(X)=Xcuando0O<x<1yf(X)=2-Xcuando1<x<2, calcule la funcién
acumulada de X.

X

[

FX)=  J xdx=x /2 cuando0<Xo<l
0
1 X

o

FX)= [ xdx+ [ (2-x)dx=
0 1

0.5+ (2x -x’/2-15)=2x -x/2-1 cuando 1< Xo< 2

3.31 Considere el siguiente juego: se lanza un dado normal, si cae el #2, el jugador
gana Q20, si la cara muestra el #4, gana Q40 y si muestra el #6, pierde Q30, en otro
caso ni gana ni pierde. ¢Cual es la ganancia esperada del juego? ¢ Cudl es la varianza?
¢Cual es el precio justo que debe pagar por jugar?

Y P (Y)
0 3/6
20 1/6
40 1/6
30 1/6

E(Y)=0+20/6+40/6-30/6=30/6 =5

E(Y)=0+20"/6+40" /6-30" /6 =483.33
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V(Y) = 483.33-25 = 458.33
Desviacion estandar s = 21.40
El precio justo de juego, es el valor esperado de la ganancia, Q5.

3.32 En cierta ciudad el consumo de energia eléctrica, en millones de Kilowatts
hora, es una variable aleatoria con funcién de densidad 1/6 X + K cuando 0 < X < 3.
Calcular el valor de K.
Calcular la esperanza y la varianza del consumo.

3

J- (1/6 X+ K)dx=9/12 + 3k =1 entonces K= 1/12
0

3 3

EX)= [ x(@/6x+1/12)dx= [ 1/6x+1/12X=
0 0

1.5+0.375=1.875

3 3

Ex)= [ x(1/6x+1/12)dx= [ 1/6x’+1/12x")dx=
0 0

3.375+0.75=4.125
Varianza de X es 4.125 - (1.875) = 0.6093
Desviacion estandar s =0.7806

3.33 De acuerdo con las tablas de mortalidad la probabilidad de que un ciudadano
muera en su vigésimo afio de vida es 0.00179. Se supone que una compaiiia de
seguros vende por $5 una pdliza de $1000, por un afio, a un joven de 19 afios. ¢Cual
es el beneficio esperado de la compafia de seguros al vender esa clase de pdlizas,
sin considerar los gastos de venta y administracion? ¢Cual es la desviacion estandar
del beneficio?

X P(X)

5 1-0.00178

-1000 0.00178

E(X) = 3.2111

V(X) = 1804.95 - 3.211 ° = 1794.64

93



Teoria basica de probabilidad Gaitan Garavito

Desviacion estandar S = 46.36

3.34 Una caracteristica importante de las baterias para un carrito de golf es el
numero de minutos que trabaja antes de necesitar recargar. Un fabricante anuncia
gue sus baterias trabajan durante un periodo de 100 minutos con una desviacion
estdndar de 5 minutos. Determine el intervalo que contenga por lo menos el 90% de
los periodos de funcionamientos de las baterias.

P(m-ks< X< m+ks)>1-1/KkK
P(m-ks < X< m+ks)> 0.9

0.9=1-1/k entonces k=3.1622
M 3.1622 * 5 <X < m+3.1622 * 5 entonces 84.189 <X < 115.811

Otra forma de expresar la Desigualdad:
P(|x-m| <€) >1-V(X)/ €, entonces0.9=1-V(X)/ €
Entonces e=15.811

Elintervalo es m-15.811 < X< m+ 15.811
84.189 < X< 115.811.

3.35 Se ha observado, durante un largo periodo de tiempo, que el nimero de
clientes que acuden a un mostrador en un dia cualquiera es una variable aleatoria,
con media 20 clientes por dia y desviacion estandar 2 clientes. Si no se conoce la
forma de la distribucién é¢qué puede decirse dela probabilidad de que el nimero de
clientes esté entre 16 y 24 para el dia de mafiana?

Sie=ks =4 entonceskesiguala?
P(|X-20|<2*2)>1-(1/27% > 1-0.25 (0.75)

Se puede decir que manana el niumero de clientes estara entre 16 y 24 con una
probabilidad de al menos %.

3.36 Un vendedor de equipo pesado puede entrevistar uno o dos clientes por dia,
con probabilidad 1/3 y 2/3 respectivamente. Cada entrevista produce una venta de
50000 pesos o ninguna venta con probabilidad 1/10 y 9/10 respectivamente, ¢écual
es el valor esperado de sus ventas diarias?

Ventas Diarias X Probabilidad

0 1/3* 0.9+ 2/3 *0.9*%0.9=0.84
50000 1/3*0.1+2/3 *0.1*0.9%*2 =0.15333
100000 2/3 *0.1*0.1 = 0.00666
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E(X) =0+ 7666.5 + 666.66 = 8333.16 pesos

3.37 La ganancia de un comerciante de autos en unidades de 1000 dodlares se
puede considerar una variable aleatoria con funcion de densidad de probabilidad
f(x) = 2 (1-X) 0<X<1

Determine la esperanza, la varianza y la desviacidn estandar de X.

1 1

EX)= J x@29dx = [ (2x-2x)dx=1/3
0 0
1 1

Ex)= [ x@20dx= | (2¢-2¢)dx=1/6
0 0

V(X)=1/6-(1/3) "=0.551
s (X) =0.2347

3.38 Sea Y una variable aleatoria continua con funcién de densidad de
probabilidad

f(x) =3y’ O0<y<1

0.6

P(02<y<06) = J 3y’dy=0.208
0.2

Otra forma de calcular la probabilidad del suceso aplicando la funcidon de
distribucién acumulada es:

Yo
Fly)= I3yzdy=y03 cuando 0<yo<1
0

P(0.2<y<0.6)=F(0.6)—F (0.2)= 0.208
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Problemas Propuestos

3.39 La eficiencia de las unidades de calefaccidén por energia solar depende de la
cantidad de radiacion del sol. Para un mes de octubre tipico, la radiacién solar total
diaria en Tampa, Florida, EE.UU. sigue aproximadamente la funcidon de densidad de
probabilidad que se da a continuacién ( las unidades son cientos de calorias)

f(x) =(3/32) (X-2)(6-x) cuando2<x<6
f(x) = 0 en otro caso

a. Calcular la probabilidad de que la radiacion solar sea mayor que 300
calorias en un dia normal de octubre. R: 27/32

b. ¢Qué cantidad de radiacién solar queda rebasada exactamente el 50% de
los dias de octubre, seguin este modelo? R: 4

3.40 Lafuncidn de densidad de la longitud de una varilla de metal es:

f (x) = 2 cuando 2.3 < x < 2.8 metros.
f(x ) = 0 en otro caso

Si las especificaciones de la varilla en cuanto a su longitud es que debe tener entre
2.25 y 2.75 metros ¢Cual es la proporcién de varillas que no cumplen con este
requerimiento? R: 0.1

Suponga que la funcidn de densidad es f(X) = 2 para un intervalo de longitud igual a
0.5 metros. éSobre qué valor debe centrarse la densidad para alcanzar la proporcion
mas grande de varillas que cumplen con las especificaciones? R:2.5

3.41 Una empresa de biotecnologia puede producir juegos para pruebas
diagndsticas con un costo de $20.00. El precio de venta de cada juego para el que
exista demanda es de $100.00, sin embargo debido a la vida media de los
componentes que integran el juego, si este no se vende en la semana en que se
produce entonces tiene que desecharse. El costo asociado con el desecho de un
juego es de $5.00.

En la tabla siguiente se resumen la demanda semanal (Variable Aleatoria)
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Numero de unidades 0 50 100 200
Probabilidad 0.05 0.4 0.3 0.25

¢Cuantos juegos deben producirse cada semana para maximizar la ganancia de la
compafia? R: 200

3.42 Halle la funcién de densidad de probabilidad de una variable aleatoria
continua X, dado que su funcién de distribucion acumulada esta dada por:

F(X) =0 parax<0

F(X)=senxpara0<X <p/2

F(X)=1parax>p /2

R:f(x) =cos x 0<x< p/2

3.43 El didametro en centimetros de unos balines metdlicos para uso industrial, es
una variable aleatoria continua X cuya funcién de densidad de probabilidad esta
dada por:

f(X) = 2cx- ex’ —0.99¢ 09<X<1.1

a. Obtenga el valor de la constante ¢

b. Halle la media y la desviacion estandar de X
c. Halle la mediana de la variable X

R:c=750,m=1,5=0.04472 m=1

3.44 Sea X una variable aleatoria Discreta con distribucion de probabilidad dada
por:
X 1 a 5 10 20
PX) 05 025 01 01 p
Calcule el valor de a y p si se sabe que E(X) =37y 1<a<5
Calcule media, la varianza y la desviacion estandar para la variable X
R:a=4,p=0.05 E(x)=4,V(X)=21

3.45 Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad f(X) = X e_x parax>0
a. Determine la funcion acumulada de X
b. Calcule la probabilidad de que X sea mayor o igual que 2

RiF(X)=1—-e (1+ x) x>0; P(X>2) = 3/e’

3.46 Tenemos dos urnas de las cuales la primera contiene n bolas blancas y 2n
bolas negras y la segunda contiene 2n bolas blancas y n negras. Se escoge al azar
una urna y de ellas se saca una bola. Si la bola es blanca se saca de la misma urna,
sin reemplazo, otra bola y en caso contrario se saca una bola de la otra urna. Sea X
una variable aleatoria que representa el nimero de bolas blancas extraidas. Para
gue valorde nsecumple E(X)<1.R:n=1
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CAPITULO 4

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD
PARA VARIABLES DISCRETAS

iQUE FRUSTRACION! jLAS COPIAS)!

Mancy, secretaria de Harol Rodriguez, gerente de operaciones de HH Industrias,
alcanzo a Lazaro en el pasillo. ¢Podrias regalarme algunos minutos? Tenemos un
problema con la nuestras fotocopiadoras y Harol dice que tal vez tu podrias darnos
algun consejo.

Claro que si, sonrio Lazaro, en cualquier momento te espero en mi oficina. Sabia
que las dos fotocopiadoras que utilizaban en la compafiia eran una fuente de
frustraciones para el personal completo. Habian sido adquiridas por el antiguo
duefio, el sefior Douglas, en una tienda de implementos de segunda mano. Aunque
fueron algo confiables durante los dos primero aios, el técnico de reparaciones se
habia convertido en un empleado casi permanente de la oficina.

Nancy tocd la puerta y entro cuando Lazaro le dijo que lo hiciera.

Harol me pidid que determinara la mejor opcidn para tratar el asunto de las
fotocopiadoras, explicd. iTu sabes cuantos problemas tenemos cunado la carga de
trabajo se nos viene encima y una de las maquinas no funciona! Lo que necesito de
ti es que me des algunos detalles sobre la forma de evaluar los costos de las

diferentes opciones que tenemos para resolver el problema.

Lazaro preguntd ¢étienes registro del estado diario de las dos maquinas?
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Nancy se quejo: parece que una maquina o la otra se descompone una vez a la
semana, y a Uultimas fechas hemos tenido que enviar a alguien afuera para
reproducir documentos, ilo cual es una verdadera lata! También tenemos registro
de las solicitudes de servicio de los ultimos dos anos énos sirve eso?

Seguro que si, respondid Lazaro épuedes calcular el costo promedio de cada servicio
en el caso de que una de las mdquinas o las dos estuvieran fuera de servicio? Eso
nos serda de utilidad para la evaluacion. Mientras tanto me voy a poner a trabajar con
los datos sobre las fallas de las maquinas.

Remitiéndose a los datos que se presentan en la tabla 1 Lazaro estimd las
probabilidades de que las maquinas estén descompuestas cualquier dia dado.

Tabla 1 registro del estado de las maquinas

Stuaddn de laméquina de fotocopiado
1funciona - 0 no fundiona

Mes Diaslaboradosen el mes
1 20 3 4 5 6 7| 8 9 10 11| 12[ 13| 14| 15 16| 17| 18] 19| 20| 21| 22| 23| 24| 25
Maquina 1 £ T | e | | | O O e e | ) | O e e I | O | O |
1 Méaquina2 | 1| [ 1 1 1) A A o 1 of A 1 o ) A Ao ) 1) 1 1 1 10
Méquina 1 S | | | o 1 O | A
2 Maquina2 | O [ of 1| 1| A{ f 4 4 A A 1 4 o A o o o o o A 1 o1 1 1
Maquinat | O [ 1f 1) 1 [ of 1 1 A A 1 4 4 A A 1 1 4 o 1 1Y 1 1 1
3 Maquina2 | 1| [ 1f 1 1 of A 4 4 A A 1 1 | A o 1 1 4 1 1 1 1 1 O
Méaquina 1 £ | e | | | N e | 0 | | e e I | O | O |
4 Méaquina2 | 1| Of 1f 1) 1| [ A 14 1 | | 1 1 o o M 1 1 1 0 1
Méaquina 1 S | ) | O | o 1 O | O
5 Maquina2 | 1| Of 1f 1) 1| [ 1 14 1 o | 1 4 4 A A 4 4 4 4 1 1Y 1 0 1
Maquina 1 S ) | | | ) | O A
6 Maquina2 | 1| [ 1f 1 A A A o o of A 1 o ) A oo 1) 1 1 1 1 0
Méaquina 1 £ T | | e | | | e e | ) N e | e I | O | N I
7 Méaquina2 | 1| [ 1f 1) A A A A 1 ) of f ) ) ) Af A o ) o 1f 1 1 1)1
Méaquina 1 S | | | 1 O | O A
8 Maquina2 | 1| Of 1f 1 1| A 1 14 4 A W 1 94 4 A 1 1 1 1 of 1 1 1 1 O
Maquinat | O [ 1f 1) A A A A o A A o o Ay Af oo M) 1 1 1 0 1
9 Maquina2 | 1| [ 1f O | A{ A 4 4 A A o o ) o1 o A A 1 1 1)1
Méaquina 1 £ T | e | e | | O e e | ) | | e | e I | O | O |
10 |Maquina2 | 1) [ 1 1) ) A A o 1f of 1) A 1 1 o A 1 1 1 1 1) 1 Oof

Al calcular el porcentaje de dias funcionando de cada una de las maquinas en los
meses a los que correspondian los registros y que se presentan en la tabla 2 se dio
cuenta que tenian similares comportamientos.
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En los meses analizados cada maquina se descomponia de dos a tres veces y esta
falla dejaba a la fotocopiadora sin funcionar por un dia.

Tabla 2 Porcentaje mensual de dias que las maquinas estan funcionando

Mes Fraccién de dias
funcionando en el mes
Maquina 1 0.88
1 | Maquina2 0.92
Maquina 1 0.88
2 | Mdquina 2 0.88
Maquina 1 0.88
3 | Mdquina 2 0.88
Maquina 1 0.92
4 | Maquina 2 0.88
Maquina 1 0.92
5 | Mdaquina 2 0.88
Maquina 1 0.88
6 |Maquina 2 0.92
Maquina 1 0.88
7 | Mdéquina 2 0.92
Maquina 1 0.92
8 |Maquina 2 0.88
Maquina 1 0.88
9 | Maquina 2 0.92
Maquina 1 0.92
10 | Maquina 2 0.88

Lazaro se preguntd: écudl es la probabilidad de que una maquina esté descompuesta

en cualquier dia dado?

Utilizando el criterio frecuentista para estimar esta probabilidad determind que la
probabilidad de que una maquina no funcionara en un dia dado es de 0.104 la cual la
identificd como “p” (probabilidad de que un evento de interés ocurra). Con 250 dias
laborables al afio (que identifico como n) se esperaria que durante 26 dias (n*p) la
maquina no esté funcionando.
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Considerando que las dos maquinas son similares tomé como supuestos que el
estado de las maquinas en un dia dado podria considerarse como una prueba de
Bernoulli con probabilidad de éxito 0.104 y probabilidad de fracaso de 0.896,
ademas que el funcionamiento de cada maquina era independiente del de la otra.
Asi que la situacidon de las dos maquinas se asociar a la repeticion de dos pruebas
independientes de Bernoulli y el nUmero de maquinas que no funcionan en un dia
cualquiera es una variable aleatoria Binomial con n =2, p = 0.104 y g= 0.896 con la
distribucién de probabilidades siguiente.

Probabilidad que las dos funcionen 0.803
Probabilidad una funcione 0.186
Probabilidad ninguna funcione 0.011

Se espera que las dos maquinas estan funcionado 201 dias al afio, una de las
maquinas 46 dias y ninguna 3 dias.

Nancy calculd el costo promedio de servicio en $68 con una desviacion de $1.3 que
considerd poco significativa para su analisis, asi que considerara solo el valor
promedio como criterio de decision.

La estimacion del costo para la compaiiia del tiempo sin funcionar las maquinas fue
un poco mas dificil. Ldzaro y Nancy decidieron que una medida razonable seria de
$0.50 por copia por el nimero de copias pérdidas cuando no funcionan bien las
maquinas, el nimero promedio de copias estimado fue de 150 diarias cuando no
funcionan las dos maquinas y 60 cuando funciona solo una.

Asi que durante un ano se tendrian los siguientes costos, si seguian trabajando como
lo hacen actualmente.

Costo total Costo Total
Copias Costo por | por copias Servicios al | Costo del | de servicio
perdidas copia $ S afio servicio $ S
3210 0.5 1605 98 68 6664

El costo anual para la compaiiia es de $8269.00.

A continuaciéon Nancy le hizo un bosquejo a Lazaro de las otras opciones. Primera
hay una compafiia que renta dos fotocopiadoras por $350 mensuales. Afirman que
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la probabilidad de que una de sus mdaquinas se descomponga en cualquier dia es
0.05 con datos que se comprueban. Ademas el servicid esta incluido en el precio.

Las probabilidades para esta situacidon respecto al estado de las maquinas son

Probabilidad que las dos funcionen 0.903
Probabilidad una funcione 0.095
Probabilidad ninguna funcione 0.003

Las dos maquinas funcionarian durante 226 dias al afio, una durante 23 dias y
ninguna durante 1 dia.

Costos de funcionamiento de las fotocopiadoras, si se implementa la primera opcién

Costo total
Renta Renta al Copias Costo por | por copias
mensual S afio $ perdidas copia $ S
350 4200 1530 0.5 765

El costo total es de $4965 al afio.

Nancy dijo, como segunda opcién, tenemos la oportunidad de adquirir una nueva
maquina el modelo mas reciente que sustituiria a las dos maquinas. El costo inicial
es de $8750 vy tiene garantia de un afio durante el cual el servicio a la maquina es
gratis.

He estado investigando y he determinado que podemos esperar un costo de $175
por servicio después del afio de garantia. Esto puede sonar caro, pero tendiamos
gue tomar en cuenta que la maquina es bastante confiable solamente una
probabilidad de 0.017 que se descomponga en un dia cualquiera esperandose
entonces que se necesiten 4 servicios al ano.

Utilizando un periodo de 3 afios para comparacién e ignorando el valor temporal del
dinero y el desgaste de las maquinas se calcula que:

En el estado actual la compafiia espera gastar $24807. Lo que resulta, claro est3,
muy oneroso.

Con la primera alternativa durante los tres afios tiene un costo esperado de $14895.
Para la segunda opcién se tiene un desembolso inicial de $S8750 y un costo se

servicio de $1400 (ocho servicios en los dos afios fuera de garantia a $175 cada uno).
Esto equivale a un costo $10150.
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Asi que la mejor opcién para la compaiiia, dijo Nancy es adquirir la maquina de
modelo reciente.

K i o ke x

1. Introduccion

Como se apuntd anteriormente, el comportamiento de una variable aleatoria queda
descrito por una distribucion de probabilidades o una funcion de densidad de
probabilidad, sean estas discretas o continuas. Con frecuencia las observaciones que
se generan de diferentes experimentos estadisticos tienen similar comportamiento,
aungue sus parametros sean distintos, en consecuencia, las variables aleatorias
asociadas a estos experimentos se pueden describir esencialmente con un mismo
modelo de distribucidn. Asi, es suficiente conocer algunos modelos de distribuciones
de probabilidad importantes para describir muchas variables aleatorias que se
encuentran en la practica.

A continuacidn se presentan estas distribuciones que con mayor frecuencia se
utilizan para modelar las variables aleatorias Discretas y el calculo de probabilidades
de los eventos se ilustran por medio de las funciones de Excel, en el apéndice 1 se
detalla esta aplicacién.

2. Distribucion Discreta Uniforme

Es la mas sencilla de todas las distribuciones, en ella cada uno de los valores de la
variable aleatoria tienen idéntica probabilidad de ocurrir.

Sea X una variable aleatoria Uniforme con recorrido: Rx {x, x
distribucion de probabilidades esta dada por P(X=x) = 1/k

o Xy X} SU

La media y la varianza de la distribucion son respectivamente,

m=(Sx,) /k s =(S(x,-m)") /k

Ejemplo:
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4.1. Para un numero de loteria premiado, se selecciona el valor del premio
mediante la seleccion de una etiqueta al azar de una caja que contiene 10
numeradas del 1 al 10, el valor de la etiqueta es la cantidad de quetzales que
corresponden al premio

¢Cual es la probabilidad de gane menos de 4 quetzales?

Variable Aleatoria:
X es la variable aleatoria que identifica el premio ganado, asociado a él, el nimero
seleccionado:

Recorrido:
Rx={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}

Distribucion de probabilidad
P(X= xi) =1/10 i=1,2,3,..10

P (X< 4) = P(X=1) + =(X=2) + P(X=3) = 3/10

Esperanza y Varianza
E(X) = (1 +2 +3+ 4+ 5+ 6+ 7 8+ 9+10) /10 =5.5

V(X) =[(1-5.5)*+ (2-55)+ (3-55)+ (4-55)+ (5-55) + (6-55) + (7-
5.5)+(8-5.5)+(9-5.5) +(10-5.5)"]/ 10 = 8.25

Resuelva:

4.2. El gerente de una pasteleria sabe que el numero de pasteles de chocolate que
puede vender en un dia dado es una variable aleatoria con distribucion de
probabilidades uniforme discreta para X iguala0,1,2,3,4vy5.

Ademas sabe que logra una utilidad de un quetzal por cada pastel vendido y una
pérdida de 0.4 quetzales por cada pastel que no venda. Se supone que no hay
pérdida por faltantes y que cada pastel solo se puede vender el dia de su
produccién. Determine la utilidad esperada en un dia en que hornea tres pasteles y
la desviacion estandar que corresponde a la variable en cuestidn.

R: 1.6, 1.615

3. Distribucion Binomial

La prueba de Bernoulli:
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Un experimento se denomina Prueba de Bernoulli si su espacio muestral incluye
Unicamente dos sucesos mutuamente excluyentes.

Este tipo de pruebas se presenta en aquellos experimentos cuyos resultados son
eventos dicotémicos y se identifican como éxito y fracaso. A su vez las
probabilidades de esos eventos son conocidos sefialdandose como p, probabilidad de
éxito, y q, probabilidad de fracaso.

El proceso de Bernoulli:

Se denomina proceso de Bernoulli al experimento que presenta las siguientes
propiedades:

1. Se repite n veces una Prueba de Bernoulli.

2. Cada prueba produce un resultado que se puede clasificar como éxito o fracaso
con probabilidad p y g respectivamente.

3. Las probabilidades de éxito y fracaso permanecen constante en cada prueba.
4. Las pruebas se consideran cada una independiente de las anteriores.
Como resultado de este proceso se define la variable aleatoria X: NUmero de éxitos
gue aparecen al efectuar n pruebas. X es una variable Aleatoria con Distribucién
Binomial:

Rx= {0, 1,2, 3.....n}

P(X=k) =nCk *p“q "

EX)=n*p  V(X)=n%*p*q

X =k solo si en las n repeticiones aparecen exactamente k éxitos y por lo tanto (n-k)
fracasos

Ejemplo:

4.3. Se lanzan 6 monedas legales, construya la distribucion de probabilidades de la
Variable aleatoria X = niUmero de caras que aparecen en los 6 lanzamientos.

Prueba de Bernoulli: Lanzamiento de una Moneda.
Asociando: Exito = Cara, Fracaso = Escudoy p=q=0.5
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Variable Aleatoria:
X= Numero de éxitos que aparecen al repetir 6 veces la prueba de Bernoulli.

X es una variable aleatoria con distribucion Binomial conn=6,p=q=0.5

Recorrido:
Rx= {0, 1, 2, 3,4,5, 6}

Distribucion de Probabilidades:

P(X=k)=6Cxkp‘q "

Para construir la distribucién de probabilidades se calcula P(X= k) para todo valor
posible de k, por ejemplo: P(X=2)=6C2p’ q"“”=0.23437

X 0 1 2 3 4 5 6
P(X) 0.01563 0.09375 0.23437 03125 0.23437 0.09375 0.01563

Esperanza y Varianza
E(X)=6*0.5=3  V(X)=6%0.5*0.5=1.5

4.4 Un floricultor afirma que 2/3 de su cosecha de duraznos esta contaminada con
una clase de insectos Encuentre la probabilidad de que entre 4 duraznos
seleccionados al azar los 4 estén contaminados
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Argumentos de funcién |M

DISTR.BINOM.N
L MNim_éxito | 4 S
Ensayos 4 = 4
Prob_éxito | .5656 = 0.6666
Acumulado | falso F&s| = FALSO

0.197451864
Devuelve la probabilidad de una variable aleatoria discreta siguiendo una distribudon binomial,

Prob_éxito esla probabilidad de éxito en cada ensayo.

Resultado de la farmula = 0.197451864

Ayuda sobre esta funddn Aceptar ] [ Cancelar

P(X = 4) 4C4 (2/3)4 (1/3) = 0.1976

Resuelva
4.5 Se supone que el 10% de los vasos fabricados por determinada maquina tienen
algun tipo de defecto, si se seleccionan al azar 10 de estos vasos, cual es la
probabilidad de encontrar menos de tres defectuosos. R: 0.9278
¢Cuantos vasos defectuosos esperaria encontrar en la muestra de 10?
R: 1

4. Distribucion Binomial Negativa o Distribucion Pascal
Considere una variante del experimento de Bernoulli, en el cual se realizan pruebas
independientes hasta que un éxito aparece por r-ésima vez. Esto es la prueba se

repite hasta que ocurra un numero fijo (r) de éxitos.

La variable aleatoria Y se define como el numero de veces que se realiza la
prueba, Y, tiene una distribucién Binomial Negativa con:

Rz = {r, r+1, r+2....... 1
r kr
P(Z=k)=k-1Cr-1pq

E(2)=r/p VI(2)=rg/p’
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Y=k si exactamente el r-ésimo éxito ocurre en la k-ésima prueba y en consecuencia
(r-1) éxitos ocurrieron en las anteriores k-1 pruebas.

Ejemplo:

4.6. Suponga que una compafnia que fabrica tarjetas electrdnicas, segun su
experiencia, considera que la probabilidad de que cualquiera de las tarjetas
producidas esté defectuosa es 1 %. éCual es la probabilidad de tener que examinar
menos de seis para encontrar tres tarjetas en buenas condiciones?

Prueba de Bernoulli: Seleccion e inspecciéon una a una las tarjetas electrénicas.
Exito: la tarjeta se fabricé en buenas condiciones

Fracaso: tarjeta es defectuosa

p=0.99 g=0.01

Variable aleatoria:
Y= nUmero de tarjetas examinadas hasta encontrar tres en buenas condiciones, r =
3.
Recorrido:
Rz={3,4,5,6, ....... }

Distribucion de probabilidades
r 3-r
P(Z=k)=k-1Cs-1pq

P (Z<6)=P(Z=3) +P(Z=4) +P(Z=5)

P(Z<6)=2C20.99°*0.01°3C20.99° * 0.01 +4C20.99° * 0.01°
=0.9998

Esperanza y varianza
E(Z)=3/0.99=3.03 V(Z)=3*0.01/0.99° =0.0306

4.7 La probabilidad de que una persona que vive en cierta ciudad tenga un perro se

estima en 0.3. Determine la probabilidad que la décima persona entrevistada al azar
en dicha ciudad sea la 5 en contestar que tiene un perro.
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-

| N
Argumentos de funcién M

MEGBIMOM.DIST

Mium_fracasos |5 =55
Miim_éxitos | 5 =5
Prob_éxito [.3 Bs| = 0.3
Acumulado | falsq| Bes| = FaLsO

0.051459673

Devuelve la distribucién binomial negativa, la probabilidad de encontrar num_fracasos antes que num_éxito, con
probabilidad probabilidad_s de éxito.

Acumulado es un valor l6gico: para usar la fundon de distribudion acumulativa =
VERDADERO; para usar la funcion de densidad de probabilidad = FALSO,

Resultado de la farmula = 0.051459673

Ayuda sobre esta fundan [ Aceptar ]‘ Cancelar

Seap=03 g=0.7r=5
P(Y=10) =101 Cs40.3°0.7° = 0.05146
Resuelva

4.8 Se examinan empleados de un negocio de fabricacién de aislantes para
determinar si hay asbesto en sus pulmones. Se pide a la empresa que mande a 3
empleados cuyos resultados fueron positivos a un centro médico. Si el 40 % de los
empleados tiene resultados positivos. Calcule la probabilidad de que se debe
examinar 10 empleados para encontrar 3 casos con asbesto en sus pulmones. R:
0.0645

Si cada examen cuesta Q20 calcule el valor esperado y la varianza del total de llevar
a cabo pruebas para encontrar 3 empleados con resultados positivos.
R: 150, 4500

5. Distribucion Geométrica

Suponga que se realiza un experimento que conduce a repetir pruebas
independientes de Bernoulli con parametros p y g, probabilidades de éxito y fracaso
respectivamente.
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Se define la variable aleatoria Y como el nimero de pruebas que se repiten hasta
encontrar el primer éxito, Y tiene una distribuciéon geométrica con:
Ry=1{1,2,3,4...}

k-1
P(Y=k)=q p

E(Y)=1/p V(Y)=q/p’

Es de hacer notar que la distribucion Geométrica se puede considerar un caso
especial de la distribucion Binomial Negativa con r=1.

Ejemplo:

4.9. Hallar la probabilidad que en lanzamientos sucesivos de un dado resulte un dos
por primera vez en el quinto lanzamiento.

Prueba de Bernoulli: Cada lanzamiento del dado.
Exito: aparece el nimero 2.

Fracaso: Aparece un numero diferente del 2
p=1/6 q=5/6

Variable aleatoria:

Y= Numero de lanzamientos que se efectian hasta encontrar un nimero dos por
primera vez.

Recorrido:
Ry={1, 2, 3,4....}

Distribucion de probabilidad
k-1
P(Y=Kk)=q P
P (Y=5)=(5/6) * (1/6)=0.0804

Esperanza y varianza

E(Y)=1/(1/6)=6 V(Y)= (5/6)/(1/6) =30

4.10 Suponga que 1 de cada 10 copias del diario prensa libre lleva impreso un
numero especial con el cual se obtiene un premio. ¢Cual es la probabilidad de tener
que comprar menos de 4 periddicos para ganar un premio?
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Argumentos de funcicn M

MEGBIMOM.DIST

MNim_fracasos 2 E e
Nim_éxitos | 1 e = 1
Prob_éxito | .1 FRz| = 0.1
Acumulade | verdadero _;';{z = YERDADERO

= 0271

Devuelve la distribucion binomial negativa, la probabilidad de encontrar nim_fracasos antes gue num_éxito, con
probabilidad probabilidad_s de éxito.

Acumulado es un valor logico: para usar la fundon de distribudon acumulativa =
VERDADERO; para usar la funcian de densidad de probabilidad = FALSO.

Resultado de |a formula = 0.271

Ayuda sobre esta funddn [ Aceptar ][ Cancelar ]
—_—_——

Seap=0.1 9q=0.9 P(Z=k)=pk-1*q
P(Z<4)=P(2=1,2,3)=090*0.1+0.9*0.1*%0.92*0.1=0.271

Resuelva:

4.11 La probabilidad de que un estudiante de aviacion pase la prueba escrita para
obtener su licencia de piloto privado es 0.7. Encuentre la probabilidad de que una
persona: A) pase la prueba en el tercer intento. B) La probabilidad de que pase la
prueba antes del cuarto intento.

R: 0.063, 0.973

6. Distribucion Multinomial

La distribuciéon Multinomial generaliza a la distribucion binomial, cuando el
experimento presenta k diferentes resultados.

La prueba Multinomial
Si en un experimento se define un espacio muestral que incluye K sucesos
mutuamente excluyentes y a su vez las probabilidades de estos eventos son

conocidos, este experimento se denomina Prueba Multinomial.

El proceso Multinomial
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Se denomina proceso Multinomial al experimento que presenta las siguientes
propiedades:

1. En una prueba multinomial con espacio muestral asociado (S), existe una
particion de k sucesos excluyentes: A , A,, A, .....A,, que ocurren con probabilidad
Py Py Py Py P de tal forma que cuando se efectia ocurre solo uno de esos

resultados.

2. Se repite n veces la prueba Multinomial.

3. Las probabilidades de los sucesos permanecen constantes en cada una de las
pruebas.

4. Las pruebas se consideran cada una independiente de las anteriores.

Como resultado de este proceso se define una serie de variables Xi como el nimero
de veces que aparece el suceso Ai en las n repeticiones del experimento (i=1, 2, ...k):

X, = Numero de veces que aparece el suceso A,

X, = Numero de veces que parece el suceso A

X, = Numero de veces que aparece el suceso A

X, = Numero de veces que aparece el suceso A,
El conjunto de variables aleatorias (X1' X, X3,...Xk) tiene una distribucion
Multinomial, con:

Rx={0, 1, 2, 3...n}

nl 2 nk
P(X;=n,X,=n,,.. X =n,)= n! *p, *p, Faap,
n*n1*..n!
E(Xi)=n* pi V(Xi)=n* pi*(l_pi)
Sujeto a las restricciones:
Sp,=1 0<p <1 Sn.=n

Ejemplo:
4.12 Se lanza un dado normal 6 veces, hallar la probabilidad que se encuentre

exactamente un numero dos, dos numeros tres, dos nUmeros cuatro y un nimero
seis.
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Se definen los sucesos siguientes:
A |, es el suceso “aparece el nimero 1”

A, es el suceso “aparece el nUmero 2”
2

A., es el suceso “aparece el nimero 3”
3

A, es el suceso “aparece el nUmero 4”
4

A_, es el suceso “aparece el ndmero 5”
5

A_, es el suceso “aparece el niumero 6”
6

Sean Xi las variables definidas como:

X,=Numero de veces que aparece el 1
X,=Numero de veces que aparece el 2
X.= Numero de veces que aparece el numeroi, i=1,2,3,4,5,6

p.=1/6 i=1,2,3,4,5,6

P(X,=0, X, =1, X;=2, X,= 2, X,;=0, X.= 1) =(6!/ ( 11*2!*21*11)) *(1/6) ®-0.0038

4.13 Suponga que la probabilidad de que cierto foco dure 500 horas o menos es 0.5,
de que dure mas de 500 pero menos de 800 horas es 0.3 y que dure mas de 800 es

0.2

Si se tienen 10 focos y se desea saber la probabilidad de que 4 duren menos de 500
horas otros 4 entre 500 y 800 horas y 2 mas de 800 horas se tiene

p1=0.5 p,=0.3 p3=0.2

X1 = el nUmero de focos que duran menos de 500

X, = el nUmero de focos que duran entre 500 y 800

x3 = el nUmero de focos que duran mas de 800

P(x1=4, x,=4 X3=2)=10!/(4!4!2!)*0.54*0.34*0.22=0.0637

Resuelva

4.14 Los usuarios que salen de una estacion de tren subterrdnea pueden pasar por
cualquiera de tres puertas (A, B y C). Si se supone igual probabilidad que cualquier
usuario seleccione cualquiera de las tres puertas. ¢Cual es la probabilidad de que
entre 4 personas:
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A. dos seleccionen la puerta A, 1 la puerta By 1 la puerta C? R: 4/27
B. las cuatro utilicen la misma puerta?
C. se usen las tres puertas para la salida de las personas? R: 4/9

7. Distribucion Hipergeomeétrica

Considere un conjunto de N articulos de los cuales r poseen una caracteristica
particular A y por tanto (N-r) no la poseen (A®). Esto es los articulos se clasifican
formando una particion del espacio muestral (A, A°).

Si el experimento consiste en elegir al azar n articulos sin sustitucion y X es la
Variable Aleatoria: Numero de articulos elegidos que poseen la caracteristica A,
entonces X tienen una distribucién Hipergeométrica con:

Rx= {0,1,2,3..k....n} sin< r
Rx={0,1, 2,..k..r} sin>r

X toma el valor de k si y solo si hay exactamente k elementos con la caracteristica Ay

(o}
n-k con la caracteristica A .

P(X=k) = rCk * Nr Cnk
NCn

E(X) =n*r/N V(X) =(n*r/N)* (( N-r)/N)* ((N-n)/(N-1))

Ejemplo:
De 20 aspirantes a una beca, 12 son guatemaltecos (A) y los demas de otros paises

C
de Centro América (A). Si se seleccionan al azar 6 aspirantes a la beca., la
probabilidad de que no mds de dos sean guatemaltecos (A) es:

Variable Aleatoria:

X es la variable nimero de guatemaltecos seleccionados
Recorrido

Rx=1{0, 1, 2, 3, 4,5, 6}

Distribucion de probabilidades
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N=20 n=6 r=12 N-r=8
P(X=k) = 12C« * 8 C nk

20Cs

P(X<2 ) = P(X=0) + P(X=1) + P(X=2)

P(X<2)= 12C0*8Cs + 12C1*38Cs +1.Co*sCs =0.1373
20Cs 20Cs 20Cs

4.17 Un fabricante de neumaticos para autos informa que en un envio de 5000
llantas dirigidas a un proveedor local 1000 estan ligeramente dafiadas. Si se compra
al distribuidor 10 llantas al azar ¢écudl es la probabilidad que exactamente 3 estén
dafiadas?

Argumentos de funcién Iiléj

DISTR.HIPERGEOM.N

Muestra_éxito |3 _E'_ =3
MNim_de_muestra |10 = 10
Poblacion_éxito | 1000 = 1000
nim_de_poblacién | 5000 = 5000
Acumulado | fal=o fRz| = FALSO
= 0.201477715

Devuelve la distribucidn hipergeométrica.

Acumulado es un valor Idgico: para usar la funddn de distribudion acumulativa =
VERDADERQ; para usar la funcion de densidad de probabilidad = FALSQ.

Resultado de la farmula = 0.201477715

Ayuda sobre esta funcidn [ Aceptar J[ Cancelar

P(X=3) = 4000C7 * 1000 C3 =0.20147

5000C10
Resuelva:
4.16 De un grupo de 20 ingenieros se eligen 10 aleatoriamente. ¢Cual es la
probabilidad de que entre los 10 seleccionados estén las 5 mujeres que pertenecen

al grupo?
R: 0.0162
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La distribucion Hipergeométrica puede generalizarse cuando el espacio muestral
estd dividido en una particion de mas de dos clases

Considere N articulos que se pueden dividir en j clases, A ,A,,....A, conr, r,...r

2700 h

elementos respectivamente.

Sean las variables aleatorias : X, X, ....Xj, gue representan el numero de
elementos seleccionados de la clase A}, A, ....AJ. en una muestra de n articulos,
entonces la distribucidn conjunta de las variables aleatorias es Hipergeométrica :

*r Cx

P(X,=x,, X,=x M 1 O S

2:

* r ij] / NCn

27 reeeee J_J_ 1

Sx =ni=1,2,3...

Ejemplo:

4.18. Un grupo de 10 personas se clasifica de acuerdo a su profesién, 3 Ingenieros
(A,), 4 Bidlogos (A, ) y 3 Administradores (A,). La probabilidad de que una muestra

aleatoria de 5 personas contenga un ingeniero, dos bidlogos y dos administradores
es:

P(X,=1, X,=2, X;=2) = [3C1 *4C2*3C2]/10C5 = 3/14

N=10 n=5 r1=3 r2=4 r,=3

4.19 Un lote consta de 10 articulos buenos 4 con pequefios defectos y 2 de defectos
graves

a. Si se elige un articulo al azar, cual es la probabilidad de que no tenga defectos.
P(A) =10/16

b. Si se extraen al azar cual es la probabilidad de que dos sean con defectos graves

P(X1=0,X;=1X3=2) +P(X; =1 X,=0X3=2) =
(10C0 4C1 2C; + 10C1 4Co 2C5 ) / 16C5 = 0.025

Otra forma
14C1 2C, / 16C5 = 0.025
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Resuelva

4.20 De un juego de naipes de 52 cartas se extraen 5 cartas. Determine la
probabilidad de extraer dos ases, dos reyes y cualquier otra carta.
R: 0.00060947

8. Distribucion de Poisson

La distribucién de Poisson se presenta frecuentemente en situaciones donde un
evento ocurre aleatoriamente en un intervalo de tiempo, (distancia, area o
volumen). Por ejemplo, las llegadas de los vehiculos a una estacidon de gasolina
ocurren aleatoriamente durante el tiempo de atencién, los defectos en una hoja
impresa ocurren aleatoriamente en la superficie de la misma

Estos experimentos dan lugar a una variable aleatoria Y, definida como el nimero
de eventos que ocurren durante un intervalo continuo dado y se llaman
experimentos de Poisson; la variable asociada se denomina Variable Aleatoria de
Poisson.

Experimentos de Poisson:

Los eventos discretos se generan en un intervalo continuo en un Proceso de Poisson
con parametro | con las siguientes propiedades.

I. La ocurrencia del evento de interés en un periodo cualquiera es independiente de
la ocurrencia de los eventos en otros periodos no traslapados de igual longitud. De
esta forma el proceso de Poisson no tiene memoria.

Il. La probabilidad que ocurra un evento durante un intervalo muy corto es
proporcional a la longitud del intervalo y no depende del nimero de resultados que
ocurren fuera de este intervalo, asi mismo es independiente de su localizacién.

lll. En un intervalo T suficientemente corto, la probabilidad de exactamente una
ocurrencia en ese intervalo es | Ty tiende a cero. La probabilidad de que ocurra mas
de un resultado en el intervalo es insignificante. La probabilidad de ninguna
ocurrencia en el intervaloes 1 -1 T.

El parametro | se conoce como intensidad de la distribucidn o tasa de ocurrencia y
es el nimero promedio de eventos que ocurren en un intervalo unitario.

Distribucion de Poisson:
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Considere el experimento que consiste en observar un proceso de Poisson con
parametro| durante s unidades de tiempo.

Sea Y la Variable Aleatoria, NUmero de eventos que ocurren en ese intervalo,
entonces Y es una variable con distribucién de probabilidades de Poisson con
parametro | *s, donde:

Ry={0,1,2,3........}

PY=K)=e (s /Kl

E(Y)=1s V(Y) =1 s

Ejemplo:

4.21. Los clientes en un supermercado se forman en la caja a razéon de 4 por minuto
de acuerdo a un proceso de Poisson (I = 4 clientes / minuto). La probabilidad de
gue por lo menos un cliente se forme en dicha cola en cualquier periodo de 30
segundos se calcula de la forma siguiente:

Y= Numero de clientes que se forman en la cola durante un periodo de 30 segundos
(0.5 minutos)
| =4 clientes / minuto S = 0.5 minutos | S=2

E(Y)=2 V(Y)=2

P(Y>1)=1-P(Y=0)=1- e ~(2)°/0!=0.865

4.22. El nimero de automoéviles que pasan por una calle en busca de
estacionamiento es una variable con distribucidon de Poisson con promedio 4 autos
por hora. La calle tiene lugar solo para 12 vehiculos y esta vacio al principio del
periodo (hora). Cual es la probabilidad de que la calle se llene durante la primera
hora. Suponga que los vehiculos permanecen en el estacionamiento mas de 1 hora

Probabilidad de que se llene es que lleguen doce o mas autos en una hora

118



Teoria basica de probabilidad Gaitan Garavito

Argumentos de funcién | ? d;h]
POISS0OM.DIST
X |11 = 11
Media 4 e = 4
Acumulade |VERDADERO fR:| = VERDADERO

0.999084771

Devuelve la distribucién de Paisson,

Media es el valor numérico esperado, un ndmero positiva.

Resultado de |z férmula = 0.993084771

Ayuda sobre esta funcidn [ Aceptar Jl Cancelar

P(x>=12)=1-P(x<=11)= 1- S,e " *4 /x! VariandoxdeOa 11
1- 0.999=0.001

Resuelva:

4.23 El nimero de imperfecciones en el tejido de una tela tiene una distribucién de
Poisson con promedio de 4 imperfecciones por yarda cuadrada.

Calcule la probabilidad de que una muestra de 1 yarda cuadrada tenga por lo menos
un defecto. R: 0.98168

Calcule la probabilidad de que una muestra de tres yardas cuadradas tenga un
defecto. R:7.37 E -5

Distribucion de Poisson como forma limitante de la Distribucion Binomial

En el caso de la Distribucién Binomial, si n tiende al infinito, y p es pequefia, tiende a
cero, las condiciones simulan un espacio continuo del proceso de Poisson que es
basicamente consistente con las propiedades de este: independencia, p cercano a
cero. Entonces es posible concluir que para X, una variable aleatoria Binomial, la
distribucién de probabilidades puede aproximarse a una distribucién de Poisson:

Pix=k)= e " (np) /kI  k=0,1,23...n
Ejemplo:

4.24. Se sabe que en determinada carretera existe un 3% de probabilidad de que
un automovilista se accidente. Suponiendo que la probabilidad de que un auto se
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accidente es independiente de otro y permanece constante, la probabilidad de que
de los primeros 300 autos que pase por el lugar a lo mas uno se accidente es:

X= Numero de autos accidentados, entre 300 autos que pasan por el lugar.

X es una variable aleatoria Binomial con: n=300 p=0.03 ¢=0.97

Si n es considerada grande y p tendiendo a cero, bajo los supuestos anteriores, la
probabilidad de X se puede aproximar por el modelo de Poisson con np= 300*0.03=
9

P(X<1)= P(X=0) + P(X=1)
P(X<1)=e® (9 /0! +e® (9'/1!= 000123

Resuelva

4.25 Suponga que la probabilidad de cometer un error numérico al elaborar una
declaracion de impuestos es 0.001. Si se seleccionan al azar 10000 declaraciones
para auditar, cual es la probabilidad de que 6 o 7 tengan error,

R:0.15307

0. Problemas resueltos

4.26 Suponga que de un lote de 300 fusibles electrénicos que contiene 15
defectuosos se seleccionan 5 al azar. La probabilidad de encontrar al menos uno
defectuoso es:

N=300n=5 r=15 N-r=285

X es la variable numero de fusibles defectuosos encontrados en la muestra.
X tiene una distribucidn Hipergeométrica,
P(X>1)=1-P(X=0)=1- [285C5 * 15Co /300 C5s]
P(X> 1) =1-0.7724 = 0.2275
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4.27 Suponga que la probabilidad de que un motor falle durante cualquier periodo
de trabajo es 0.02, La probabilidad de encontrar dicho motor funcionando
adecuadamente durante dos periodos de trabajo como minimo se determina de la
forma siguiente:

Y es la Variable aleatoria “Numero de periodos de trabajo hasta la primera
falla”.

Y es una variable geométrica con p = 0.02

P(Y>3)=1-P(X<2)=1- 0.02-(0.98*0.02) =0.9604

4.28 Un proveedor de equipo pesado ha encontrado que los clientes nuevos se
obtienen normalmente mediante llamadas telefdnicas de compra que ellos mismos
hacen, la probabilidad que en la llamada se concrete la venta de un equipo es 0.3.
Si el proveedor tiene 3 piezas listas para su venta, ¢ cudl es la probabilidad de tener
menos de 5 entrevistas con clientes para terminar con el inventario?.

Z es la variable aleatoria: NUumero de entrevistas necesarias para vender 3
equipos,

Z es una variable Binomial Negativaconp=0.3 g=0.7 r=3

P(Z<5) = P(Z=3) + P(Z=4) = 31 C31*p* q°+4-1C31*p’ * q =0.0837

¢Cuantas llamadas en promedio deben efectuarse para lograr vender los 3 equipos?
E(Z)=3/0.3=10

4.29 Un puerto tiene capacidad para acomodar 4 naves de cierto tipo durante la
noche, las tarifas del puerto producen una utilidad de Q1000 por nave atracada por
noche.

Si X es la variable aleatoria que representa el nimero de naves llegando al
atracaderoy P(X=k)=1/6parak=0,1,2,3,4,5

X 0 1 2 3 4 5
P(X) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 176

Ademas Y representa la utilidad obtenida por las naves atracadas durante la noche,
encuentre la distribucion de probabilidades y el valor esperado de Y.

Y=1000X si0<X<4

Y=4000siX>4

Y 0 1000 2000 3000 4000
P(Y) 1/6 1/6 1/6 1/6 2/6
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E(Y)=2333.33

4.30 Cierto tipo de arboles tienen retofios dispersos de forma aleatoria sobre un
area extensa con una densidad promedio de 5 retofios por metro cuadrado. La
probabilidad de que un guardabosque que selecciona al azar una porcién de 10
metros cuadrados de esa area no encuentre retonos de ese tipo de arbol es:
Bajo el supuesto que le nimero de retofios por metro cuadrado es una variable
aleatoria de Poisson se define a X como el nimero de retofios en una porcién de 10
metros cuadrados.

| =5 | S=50

P(X=0)=e *(50)°/0!=1.93 E-22

4.31 De acuerdo con los datos ajustados en 2014 las proporciones de adultos
clasificados en 5 categorias de edad son:

18 a24 anos 0.18
25 a 34 anos 0.23
35 a 44 afios 0.16
45 a 64 afos 0.27

65 afios 0 mas0.16

Si se seleccionan al azar 5 adultos, la probabilidad de que en la muestra se incluya
una persona entre 18 y 24 afios, 2 personas entre 25 y 34 aiflos y 2 personas entre 45
y 64 afios es.

Xi es la variable aleatoria nimero de personas incluidas en la muestra que
pertenecen a la categoriai (i=1,2,3,4,5)

( Xy, X, X5, ,X,,Xs) Es un conjunto de variables con distribucion Multinomial
N=5 p,=0.18, p,=0.23, p,=0.16, p,=0.27,p,=0.16

P(X,= 1,X,=2, X,;=0, X,=2, x5=20 )= 2

[51/(1!1*¥21*21)]10.18*0.237*0.27 = 0.0208

4.32 Sea X la variable aleatoria que denota el nimero de veces que hay que
arrojar un dado para que aparezca un #2 o un #3 por primera vez, encuentre la
probabilidad de que variable tome el valor de 3.

Probabilidad de Exito = p = probabilidad de un dos o un tres = 1/3

Probabilidad de fracaso = probabilidad no aparece el dos ni el tres

g=2/3

X= Numero de lanzamientos para en encontrar un éxito por primera vez.

P(X=3)=pq_ =1/3*(2/3)*=0.1481
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4.33 La probabilidad de dar en el blanco en un lanzamiento es 0.7, si hacen
ensayos hasta que exactamente han ocurrido 3 lanzamientos exitosos, écual es la
probabilidad que sean necesarios menos de 5 intentos?

r = 3 éxitos

Probabilidad de dar en el blanco=p =0.7

Probabilidad de no dar en el blanco =q =0.3

Z = el numero de lanzamientos necesarios para tener 3 éxitos.

Rz={3,4,5....}

3 0 3 1
P(z<5)=P(3)+P(4)=,,C,,07 03 +,,C, 07 03
P(z<5)=0.343+0.3087 = 0.6517

4.34 Entre las personas que donan sangre en una clinica el 80% tienen factor Rh
positivo. Cinco personas donan sangre en un determinado dias, écudl es la
probabilidad que:

a. Cuando mucho 4 de los 5 tengan sangre Rh positivo?
X= Numero de donadores con factor Rh positivo

P(X<4)=1-P(X=5)=1-.C 0.8 02" = 1-0.32768-= 0.6723

b. Exactamente dos tengan sangre Rh positivo?
P(X=2)=.C,0.8”0.2° =0.0512

4.35 Se empacan 10 motores para su venta en un almacén, los motores se venden
a $100 cada uno, la compafiia se compromete a devolver el doble del valor por cada
motor si este es defectuoso.

Calcular la ganancia neta esperada por el vendedor si la probabilidad de que
cualquier motor esté defectuosos es 0.08

Ganancia =10 * 100 - 200 X

X = numero de motores defectuosos
E(X)=np=10*0.08=0.8

E(G) = E ( 1000-200X ) = 1000- 200E(X) = 1000- 200(0.8) = 840

4.36 Los usuarios que salen de una estacion de tren subterranea pueden pasar por
cualquiera de tres puertas. Si se supone igual probabilidad que el usuario seleccione
cualquiera de las tres puertas, écual es la probabilidad de que entre 4 personas:

a. 2 seleccionen la puerta A, 1 la puerta By 1 la puerta C ( suceso A) ?

b. los cuatro utilicen la misma puerta (suceso B)?

c. se usen las tres puertas para la salida de las personas (suceso C)?
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Sea X, el nimero de personas que eligen la puerta A, X, el nimero de personas que
eligen la puerta By X el nimero de personas que eligen la puerta C

P(A)= P(4,2,1,1) = (4! / 2! 1! 11) 0.333" *0.333* 0.333 = 4/27

P(B)=P(4,4,0,0)+P(4,0,4,0) +P(4,0,0.4) =
(41/41)*0.3333 “ *3=1/3

P(C)=P(4,2,1,1)+P(4,1,2,1)+P(4,1,1,2)= 4/9

4.37 Enun almacén hay 8 neumaticos R13, dos de ellos tienen algln tipo de dafio.
Si se seleccionan cuatro al azar écual es la probabilidad que se encuentren los dos
gue tienen dafio?

X= numero de neumaticos con falla seleccionados
P(X=2) =,C, C,/,C,=15/70=0.21428 = 3/14
4.38 Suponga que las moléculas de un gas raro se encuentran a razén promedio
de 3 moléculas por pie cubico de aire. Si las moléculas estan distribuidas
independientemente al azar en el aire.

a. ¢Cual es la probabilidad de que no se encuentren moléculas el gas en una
muestra de un pie cubico?

b. éCuadl es la probabilidad de encontrar como maximo una molécula de gas
raro en la muestra de un pie cubico?

X =numero de moléculas del gas raro presentes en la muestra

| =3 moléculas por pie cubico

a. P(X=0) = exp (-3) *1|/0! =0.05

b. P(X< 1) =P(X=0)+P(X = 1) = 0.05 + exp(-3) *3/ 1! =
0.05 + 0.149 = 0.199

c. Si se toman tres muestras cada una de un pie cubico, écual es la
probabilidad de que se encuentre no mas de una molécula de gas en exactamente
dos de las tres muestras?

Y= el nimero de muestras que tiene como maximo 1 molécula de gas
p=0.199

2
P(Y=2)=,C,(0.199 ) (1-0.199) = 0.0952

4.39 Suponga que un proveedor, cuya calidad en el pasado ha sido 2% de
unidades defectuosas, entrega lotes de 300 unidades de productos, de estos, se
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selecciona una muestra de 40 unidades ¢Cudl es la probabilidad de obtener
exactamente dos unidades defectuosas en la muestra?

X= numero de unidades defectuosas en la muestra
p=0.02 n=40
P(X=2) = exp (-40*0.02) * (40*0.02) / 2! = 0.144

¢Cual es la probabilidad que se encuentre a lo mas una defectuosa?
P(X<1) = exp(-0.8)* 1 / 0! + exp (-0.8) *0.8 / 1! = 0.449+ 0.3594= 0.808

4.40 La probabilidad que un radar descubra un avién enemigo es 0.9. Si se cuenta
con 5 radares. ¢Cual es la probabilidad que sean exactamente 4 los que descubran al
avion enemigo? Suponga que los radares trabajan independientemente.

X =numero de radares que descubren al avidon enemigo

p= probabilidad de descubrir al avién enemigo = 0.9

P(X=4)=.C, *0.9"*0.1=0.32805

¢Cuadl es la probabilidad de que por lo menos uno descubra al avidn
enemigo?
P(X>1)=1- P(X=0)=1-.,C,0.9°* 0.1 =0.9999

¢Cual es el nimero esperado de radares que descubren al avidon enemigo?
E(X)=5*0.9=4.5

4.41 La tercera parte de las personas que donan sangre en una clinica son del
grupo O+. Calcular la probabilidad que el segundo donador O+ sea el cuarto en
donar sangre un dia especifico.

X=numero de donadores hasta encontrar el segundo del grupo O+, esto es r=2

P(X=4) =,, C,, *(1/3)"*(2/3)"=0.14808

¢Cudntas personas se espera examinar para encontrar cuatro con sangre O+?
r=4 E(X)=4/(1/3)=12

con varianza V(X) = 4 (2/3) / (1/3)° = 24
y desviacién estandar s = 4.8989

4.42 Sesenta por ciento de una poblacién de consumidores prefieren la crema
dental A. Si se entrevista a un grupo de ellos, écual es la probabilidad que se tenga
que entrevistar exactamente cinco personas, antes de encontrar una que prefiere la
marca A?
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X= Numero de entrevistas que se deben hacer para encontrar uno que prefiera la
crema dental A
P(X=5)=0.4" * 0.6= 0.01536

¢Cual es la probabilidad de entrevistar por lo menos 5 personas para encontrar una
que prefiere la marca A?
P(X>5)= 1-P(X<5)=1-0.6-0.4 *0.6-0.4"*0.6-0.4"* 0.6 = 0.0256

4.43 Una maquina corta barras de aluminio con longitud nominal de 11 pulgadas,
con la siguiente distribucion de probabilidades.

X <10.5 10.5 <X< 11.8 >11.8

P(X) 0.25 0.65 0.10

Si se compran 10 de tales barras, écudl es la probabilidad de obtener exactamente 3
de longitud menor que 10.5 y 2 de longitud mayor que 11.,8

X,= Numero de barras con longitud < 10.5 pulgadas
X, = Numero de barras con longitud entre 10.5y 11.8 pulgadas
X;= Numero de barras con longitud mayor que 11.8 pulgadas

P(X,=3, X,= 5, X,= 2) = [10!/ (3! 5! 21)] * 0.25’ * 0.65 * 0.1" = 0.04568

4.44 Se tiene un lote de 50 bombillas y se sabe que 5 de estas son defectuosos, si
se extraen cuatro al azar, écual es la probabilidad que exactamente 2 estén
defectuosas?

X= numero de bombillas defectuosas seleccionadas.

P(X=2) = .C, * ,.C, / ;,C, = 0.0429

También puede aproximarse esta probabilidad utilizando la distribucion

binomial ya que n/N >0.1

p = Probabilidad de seleccionar una bombilla defectuosa = 0.1
g = Probabilidad de seleccionar una bombilla no defectuosa = 0.9

P(x=2)=,C, *0.1°*0.9" = 0.0486

4.45 El supervisor de una fabrica tiene 3 hombres y 3 mujeres trabajando en su
secciébn y desea elegir dos trabajadores para una tarea especifica. Decide
seleccionarlos al azar. Sea X la variable aleatoria que define el nimero de mujeres en
su seleccion, encuentre la distribucion de probabilidades de la variable X y la
distribucién de probabilidad acumulada de X
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Rx=1{0, 1,2,}

P(X=0) = ,C, *,C,/ C,=1/5
P(X=1) = ,C,* ,C,/ .C,=3/5
P(X=2) =,C, *,C, / C,=1/5

X P(X) F(X)
0 01/05 01/05
1 03/05 05/04
2 01/05 1

4.46 En 15 experimentos que estudian las caracteristicas fotoeléctricas de las
celdas 11 usan micro electrodo de metal y 4 micro electrodo de vidrio. Si dos
experimentos son cancelados por razones financieras, écual es la probabilidad que
solo uno de los que emplean micro electrodo de vidrio sea cancelado?

X= Numero de experimentos que usan micro electrodo de vidrio cancelados

P(X=1)=_C * C /.C =0.419
4.47 Una vendedora se da cuenta que la probabilidad de una venta en una
entrevista es 0.03. ¢Cudl es la probabilidad que haga al menos una venta si tiene 100
entrevistas con posibles compradores?

X = numero de ventas en 100 entrevistas

Aproximando a la distribucién de Poisson
np=100*0.03=0
P(X>1)=1-P(X=0)=1-e’ *3°/0! = 1- 0.0497= 0.9502

4.48 En una universidad se procesan cien mil calificaciones en determinado
semestre, en ocasiones anteriores se ha descubierto que el 0.1% de todas las
calificaciones estdn equivocadas. Si suponemos que una persona estudié 5 materias,
écudl es la probabilidad que las 5 calificaciones sean procesadas correctamente?

X= el numero de calificaciones procesadas incorrectamente
np=0.001*5 = 0.005

-0.005 0
P(X=0)=e 0.005 /0! =0.995

Otra forma es utilizar directamente la distribucion binomial
.C,0.001° *0.999° =0.995
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4.49 Un tipo de arboles tienen retofios dispersos de manera aleatoria sobre un
area extensa con una densidad de 5 retonos por yarda cuadrada.

Encuentre la probabilidad:

a. Que un guardabosque, al escoger al azar una porcién de una yarda
cuadrada, no encuentre retofos.

| =5 retofios por yarda cuadrada

P(X=0)=e 5 °/0!=0.00674

b. Al escoger una porcion de 3 yardas cuadradas, encuentre mas de dos
retofos.
| s =15 retofios en tres yardas cuadradas
P(X>2)=1-P(X=0)+P(X = 1) +P(X = 2) =
-15 0 -15 1 15 2
l-e 15 /0!-e 15 /1l-e 15 /2!=1-0.0000387=0.9999

450 Se certifica la calidad de los discos para computadora pasandolos por un
verificador que cuenta el numero de pulsos faltantes. Una determinada marca de
discos tiene un promedio de 0.1 pulso faltante por disco.

Calcule la probabilidad:
a. Que el siguiente disco en inspeccidn no tenga pulsos faltantes.

P(Xx=0)=e ' 0.1°/01= 0.9048

b. El siguiente disco que se inspecciona le falte mas de un pulso.
P(X > 1) = 1- P(X=0) - P(X=1)= 1 - 0.9048 - 0.09048 = 0.00471

c. Ninguno de dos discos seleccionados le falten pulsos
Si los discos son independientes entonces la probabilidad que no les falten pulsos es:

0.9048" = 0.8186

4.51 Suponga que las llamadas telefdnicas llegan a un conmutador telefénico a
razon de 120 llamadas por hora.
Cual es la probabilidad que en un periodo de un minuto lleguen entre 1y 4 llamadas

S =un minuto

| =120 llamadas por hora

| s= 2 llamadas por minuto

X= numero de llamadas en un minuto

2 X
PX<1<4)=Se 2 /x! x=1,2,3,4
P(X < 1<4)=0.8120
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10. Problemas propuestos

4.52 Los registros hospitalarios de una ciudad han establecido que cierta
enfermedad A la padece un 2 por millar de toda la poblacién cada afio.

En un barrio se calcula que vivan 10000 personas. Determine qué nimero de casos
de la enfermedad se espera por afio en el barrio. ¢Qué probabilidad hay de que en
un afio se presenten mds de 4 casos? R: 20, 0.99998
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4.53 De censos anteriores se sabe que en cierta ciudad el 65% la poblacion son
fumadores, este afio se van a entrevistar solamente 100 pobladores. iCual es la
probabilidad de que menos de 80 sean fumadores? R: 0.9983

454 En una feria se debe pagar 25 centavos por participar en un juego que
consiste en tirar anillos. Se dan tres anillos a una persona la cual trata de lanzarlos
uno a uno hacia una clavija. Se da un premio de $0.50 si logra ensartar un anillo, si
logra ensartar dos el premio es de $1.00 y si se ensartan tres el premio es de $5.00.
Suponiendo que la probabilidad de ensartar es constante en cada tiro y es igual a
0.1, écudl es el premio esperado del juego? R: -50.02875

4,55 Suponga que cada una de las llamadas que hace una persona a una estacion
de radio muy popular tiene una probabilidad de 0.02 de que la linea no esté
ocupada. Suponga que las llamadas son independientes.

a. ¢Cuadl es la probabilidad de que la primera llamada que entre sea la décima
gue realiza la persona?

b. éCudl es la probabilidad de que sea necesario llamar mas de cinco veces
para hallar desocupada la lineas?

c. éCudl es el numero promedio de llamadas que deben hacerse para hallar
desocupada la linea?

R:0.01667,0.0957, 50

456 La Colorado Power Company proporciona tarifas mas bajas a los clientes que
prefieren las horas de menos consumo. El 30 % de sus clientes aprovecha estos
ahorros. El departamento de servicio a clientes ha elegido a 12 clientes al azar para
gue participen en un grupo de interés para discutir a qué horas se produce el mayor
consumo de energia. Al departamento de supervisidn le preocupa que el grupo
contenga una gran proporcién de usuarios que prefieran las tarifas bajas.

a. éCudl es la probabilidad de obtener menos de tres usuarios de tarifa baja
en el grupo de interés?

b. ¢Cual es la probabilidad de obtener menos de ocho clientes normales en el
grupo de interés?

c. Calcule la media y la desviacién estandar para los usuarios de la tarifa baja
en el grupo de interés.

R: 0.253,0.275, 3.6

4.57 El seior Heath es responsable de la compara de cajas de vino para el
restaurante Casa Blanca. Periédicamente elige una caja de prueba (12 botellas)
para determinar si el proceso de sellado es adecuado. Para esta prueba selecciona al
azar cuatro botellas de la caja para catar el vino. Si una caja contiene dos botellas de
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vino en mal estado, écudl es la probabilidad de que precisamente una de ellas
aparezca en la muestra? R: 0.485

4.58 El consejo de desarrollo econdmico de Knoxville ha determinado que el
nimero de pequenos negocios que se declara en quiebra al mes tiene una
distribucién de Poisson con media 2.6. Calcule la probabilidad de que:

a. Ninguno se declare en quiebra el mes proximo

b. Ocurran menos de tres bancarrotas en el siguiente mes.

c. Ocurran dos bancarrotas durante los dos préximos meses.

R: 0.0743, 0.5184, 0.0746

CAPITULO 5
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DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD
PARA VARIABLES CONTINUAS

PACIENCIA Y TIEMPO

En una estacion de combustible de una empresa de transporte, se presenta
constantemente el fendmeno de la espera, materializado en largas colas de
conductores que acuden a las bombas para recibir el combustible que necesitan
para sus vehiculos. Cosa muy interesante es reducir en lo posible el tiempo de
espera de estos conductores ya que se toma en cuenta como tiempo dedicado
tedricamente al transporte de los de los productos, es decir al servicio.

El nimero de bombas y empleados que se dediquen a servir el combustible ejercen
marcada influencia sobre el tiempo de espera. Si hay demasiados no habra filas de
conductores pero por otra parte es una inversion mayor e inutil instalar y pagar el
mantenimiento de tantas bombas que estén ociosas.

Si el niumero es insuficiente, entonces los conductores en la fila de espera, estan
0ciosos.

¢Cuantas bombas, serdn necesarias para distribuir el combustible de forma que ni
los conductores ni éstas tengan demasiado tiempo improductivo? ¢Cudl es el costo
minimo de aprovisionamiento de combustible?

Lo primero es analizar el comportamiento de las llegadas de los conductores o sea
hacer una medida estadistica de las llegadas y admitir que este permanece igual a
través del tiempo, los matematicos dirian que se acepta un régimen estacionario. El
analisis sera el siguiente:

Cien veces seguidas durante un intervalo de 10 minutos cada vez se registra el
numero de camiones que se presentan a cargar combustible y se calculan las
frecuencias de los numeros observados, los resultados se consignan en la tabla
siguiente.
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Al calcular el valor promedio se tiene 15.61 conductores cada 10 minutos,
considerando adecuado hacer una aproximaciéon se puede concluir que llegan en
promedio 1.6 conductores por minuto.

COMPORTAMIENTO DE LAS LLEGADAS
Numer o de llegadas Frecuencia Frecuenciatedrica
por 10 minutos obser vada distribucién Poisson
5 1 01
6 0 0.2
7 1 0.6
8 2 12
9 1 21
10 3 34
1 5 4.9
12 6 6.6
13 9 81
14 10 9.3
15 1 9.9
16 12 9.9
17 8 9.3
18 9 83
19 7 6.9
20 5 55
21 4 42
2 3 31
23 1 21
24 1 14
25 1 0.9

Ahora se debe encontrar una distribucién de probabilidades tedrica que sea util
para describir el comportamiento de las llegadas, tomando en consideracion los

supuestos:

1. La llegada de un conductor es independiente de la de otro.
2. Nunca llegan 2 o mas conductores a la vez

3. La tasa media de las llegadas es invariable con el tiempo.
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Frecuencias Observadas de Llegadas
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Una distribucion muy conveniente y conocida para describir este comportamiento es

-l t n
la de Poisson. P(n)=e (It) /n!; que da la probabilidad de que se produzcan n
llegadas, durante un intervalo t, la magnitud de | representa la tasa media de

llegadas con respecto a la unidad de tiempo seleccionada, | = 1.6 conductores por
minuto.

¢Por qué usar la distribucion de Poisson? Cuando los sucesos que acontecen se
encuentran separados por intervalos aleatorios y cuando son aceptables, al menos
aproximadamente los supuestos anteriores es frecuente encontrar una distribucion
de Poisson.

En la tercera columna de la tabla se muestran las frecuencias tedricas de acuerdo a
esta distribucidn y pueden ser comparadas con las observadas.

-1.6(10
Asi : P(X=5) =e (0 (1.6*10)5 /5 1=0.001, por lo que en 100 intervalos se espera
una frecuencia de 0.1.

El mismo procedimiento se sigue para cada uno de los valores del nimero de
llegadas.
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FrecuenciaTeorica de llegadas
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Es importante aclarar que queda fuera del alcance de esta historia realizar la
prueba estadistica para verificar si se puede aceptar esta distribucion para describir
el comportamiento de las llegadas, el lector interesado puede remitirse a
bibliografia relacionada con estadistica inferencial.

A continuacién se analizara la forma como afecta el servicio en el tiempo de espera..

Estaciones de Servicio
[—— O ™ Estacion 1

[E———— O ™ Estacién 2
==[====l==]==

Fila de conductores |
| *

[ —— O ™ Estaciéon S

*

Cuando un conductor se presenta, una de las bombas libres le surte de combustible,
la duracion de este servicio es aleatoria, por ejemplo 15 segundos, 30 segundos, etc.
Cuando todas estan ocupadas, entonces, el conductor debe esperar formando una
fila comun para todas las estaciones y es atendido por la primera que queda libre.
Se acepta que los conductores no manifiestan preferencia por ninguna bomba,
cuando varias estan libres la probabilidad que una llegada sea servida por uno o por
otra bomba es la misma.
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Para establecer la distribucion de los tiempos de servicio, se ha cronometrado el
tiempo desde que comienza el servicio hasta que termina con un dispositivo
especial. Se registraron 1000 servicios calculdandose las frecuencias que
corresponden agrupadas en intervalo, con rangos de 15 segundos cada uno.

Se calcula el valor promedio igual a 1.1 minutos encontrandose una aproximacién a
-
la distribucion exponencial f(t) = me , T es la variable tiempo de servicio, mayor

-t
gue 0, medida en minutos. P(T>t)=e , es la probabilidad de que el servicio
tarde mas de t minutos.

COMPORTAMIENTO DE LOS SERVICIOS

Inter val os de tiempo Frecuencias acumuladas Frecuencias tedricas acumul adas
segundos obser vadas Distribucién Exponencial
0 1000 1009
15 813 798
30 652 637
45 512 508
60 408 406
75 330 324
0 261 259
105 210 207
120 163 165
135 125 131
150 9%5 105
165 79 84
180 62 67
195 51 53
210 44 42
225 35 A
240 26 27
255 21 21
270 17 17
285 13 14
300 10 n
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Frecuencias observadas de servicio
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En ambas formulas mse conoce como tasa de servicio es igual al inverso del
valor promedio m=1 / 1.1 = 0.9, nimero medio de servicios por unidad de tiempo
por cada una de las bombas

Asi para calcular las frecuencias tedricas se aplico la formula de la forma siguiente:

. 0.9 (0.25) .
P( X > 15 segundos) = P(T > 0.25 min) = e =0.798, en 1000 observaciones se

esperan 798 servicios.

Si mes la tase de servicio en cada una de las bombas entonces para S bombas, que
se consideran con igualdad de condiciones, esa tasa de servicio es n$.

Es importante, puesto que se trata de medias, que la tasa de llegadas no supere la
tasa total de servicio, de donde | < n$, es decir | / (n$) <1, ya que si este fuera
mayor que 1 la fila llegaria a ser infinita. A este cociente se le llama intensidad de
traficor , en este caso es 1.77/S

Para examinar el aspecto econdmico del problema hay que tener
informacién sobre el tiempo de espera de cada conductor, para eso se necesitan dos
férmulas de las cuales queda su demostracidn fuera del alcance de esta historia.

Tiempo Promedio de Espera
Wg= Por (I/ny
| St(1-r)

Probabilidad que el sistema este vacio

S-1
Po=[S (I/m" +(@/m * 1 B
n=0 nl s! 1- (I /n3)

Asi para diferentes valores de S se encuentran sus diferentes tiempos promedio de
espera, W.

S r Po Wq
2 0.88 0.0588 4

3 0.59 0.1562 0.31
4 0.44 0.1654 0.06

No se calcula el tiempo promedio de espera para S =1, puesto que en ese
caso la Intensidad de Trafico, repetimos, es mayor que 1y la duracion media de la
espera seria infinita, que significa una cola inmensamente larga.

El analisis econdmico del problema es el siguiente:
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En una jornada de 8 horas, con tasa de llegada 1.6 conductores por minuto, 768
conductores se presentan en la estacion ( 1.6*60*8). A ese niumero de llegadas le
corresponde, con un tiempo medio de servicio 1.1 minutos, 14.08 horas (768*1.1=
844.8 min.) de servicio.

En seguida puede obtenerse la duracién de la inactividad del servicio, V:
ParaS=2 V=2%8-14.08 =1.92 horas

ParaS=3 V=3*8 - 14.08 = 9.92 horas

ParaS=4 V=4%*8 - 14.08 = 17.92 horas

El tiempo perdido por los conductores usando el tiempo promedio de espera Wq se
calcula:

ParaS=2 768 * 4 = 3072 minutos = 51.2 Horas
ParaS=3 768 * 0.31= 238 minutos 3.96 horas
ParaS=4 768 * 0.06 = 46 minutos = 0.76 horas

Si de acuerdo con la experiencia de la empresa el costo estimado por hora para cada
bomba instalada y con su personal de servicio es de $3 y para cada uno de los
conductores el costo por hora, considerando el salario y las pérdida por la
improductividad de los vehiculos es de $6, el costo total diario de horas perdidas por
uno y por otro se calcula:

ParaS=2 192 * 3 + 51.2 *6 = 312.96
ParaS=3 992 *3 + 396 *6 = 53.52
ParaS=4 1792 * 3 + 0.76 *6 = 58.32

Se admite que un minimo costo ocurre en S=3 y la mejor selecciéon consistira
aparentemente en instalar 3 bombas.

Pero cuando la Directiva de la empresa decide instalar 4, la razén de tal decisién la
argumentard de la siguiente forma: Instalar 4 bombas no cuesta mas de 4.8 ddlares
(58.32- 53.52) diarios, asi que si se considera que la probabilidad de que una bomba
esté descompuesta es 8%, si se instalen 3 cuando una de las tres falle el gasto
suplementario seria ( 312.96 - 53.52) 259.44 ddlares o sea que en promedio es
259.44 * 0.08 = 20.75 ddlares diarios por tanto 4 bombas son en realidad menos
costosas que 3.

O 3 3 S 3 e 3 o e 3 o S e 3 S e o S e O 3 3 S e O S e O e 3
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1. Introduccion

En el capitulo anterior se indicé que el comportamiento probabilistico de una
variable aleatoria queda descrito por una distribucion de probabilidades si la
variable aleatoria es discreta o por una funcién de densidad de probabilidad si la
variable es continuas; ademas se presentaron las distribuciones de probabilidad
utilizadas frecuentemente para modelar variables discretas.

En este capitulo se presentan las distribuciones mas importantes asociadas a
variables continuas, describiéndolas por su funcidon de densidad o por la funcién de
distribucién acumulada. Se ilustra también el calculo de probabilidades acumuladas
y de los eventos de interés por medio de las funciones de Excel, en el apéndice 1 se
detalla esta aplicacion.

2. Distribucidon Uniforme
Si X es una variable aleatoria continua, toma todos los valores en el rango [A, B] con
funcién de probabilidad:
f(X)=1/(A-B) A< X <B

Entonces X tiene una distribucion Uniforme

f(X)

A B

E(X) = (A+B)/2 V(X) = (B-A)'/12 F(X)= (X-A)/(B-A)

Esta distribucion representa la analogia de los resultados igualmente probables en
los eventos discretos, en esta, todo sub intervalo de igual longitud, identificado en el
recorrido de la variable aleatoria, tiene idéntica probabilidad de ocurrencia.

140



Teoria basica de probabilidad Gaitan Garavito

Ejemplo:

5.1 Una persona viaja diariamente en autobus para ir de su casa a su trabajo, los
autobuses salen de la estacion a las 7:00, 7:13, 7:20, 7:25 y 7:30 a.m. y aborda el
primero tan pronto llega a la estacién, la hora en la que esta persona llega a la
estacion tiene la misma verosimilitud de estar comprendida entre las 7:10 y las 7:30.
La probabilidad de que deba de esperar menos de 5 minutos en un dia cualquiera,
para que salga el autobus, puede determinarse de la forma siguiente:

Sea X la Variable Aleatoria que denota la hora en que la persona llega a la estacion.
X es una variable con distribucion uniforme y
f(X) =1/ (30-10) = 1/20 10< X <30

La persona espera menos de 5 minutos si llega en cualquiera de los intervalos
siguientes:

Entre las 7:10y las 7:13
Entre las 7:15y las 7:20
Entre las 7:20 y las 7:25
Entre las 7:25 y las 7:30

La probabilidad de que espere menos de 5 minutos es igual a la probabilidad de que
llegue en cualquiera de los intervalos anteriores.

13 30
Estoes: P(10< X<13)+P(15< X< 30) = [ 1/20dx + J 1/20dx=18/20
10 15
f{x)
H

10 15 20 25 30
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5.2 A partir de las 12 de la noche un centro de computo trabaja durante una hora y
para dos horas, en un ciclo regular hasta las 6 de la mafiana. Una persona que no
conoce este calendario llama al centro en un momento aleatorio entre las 12 y las 5
am.

Cudl es la probabilidad que el centro de cémputo esté trabajando cuando llama
K=1/(b-a)= 1/(5-0)=1/5

Probabilidad de que cuando llame esté trabajando es la probabilidad de que llame
durante el periodo de dos horas que el centro trabaja durante el intervalo de 0 a 6
horas, esta probabilidad es 2/5.

Resuelva

5.3 La cantidad de café en litros por dia que despacha una maquina vendedora
instalada en la sala de espera de un aeropuerto, es una variable aleatoria que tiene
distribuciéon uniforme con f(X) = 1/3 cuando 7 < X < 10. Encuentre la probabilidad
gue en un determinado dia, el café despachado por esta maquina sea mas de 4.71
pero menos de 9.51 litros.

R: 0.7

Cudl es la probabilidad que en determinado dia se despache por lo menos 8.51
litros.

3. Distribucion Exponencial

Se dice que una variable aleatoria continua X que toma todos los posibles valores no
negativos, tiene una distribucidon exponencial con parametro b, mayor que cero, si
su funcién de densidad de probabilidad es:

fX)= (1/b Je " x>0 ,,
E(X)=b VX)=b® F(X)=P(X< X)=1-e

f(X)
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Una de las propiedades de la distribucidn exponencial es que la variable aleatoria no
tiene memoria, esto es, si la vida util de un elemento es una variable con
distribucién exponencial, la probabilidad de que dure Y horas adicionales dado que
ya durd X, horas es igual a la probabilidad de que dure Y horas, no importando el
tiempo que ha transcurrido, en otras palabras un elemento nuevo no es mejor que
uno que ya durd X horas.

P( X>Xo+Y/ X>X,) = P(X> Xot+Y ) / P(X>Xo) = exp (-(Xo+Y)/D) / exp(-Xo/b)=exp (-Y/b)

Ejemplo:

5.4 Un componente de un equipo electrénico tiene una vida promedio de 90 horas,
suponiendo que el tiempo de vida sigue una distribucidn exponencial, la
probabilidad de que trabaje 100 horas por lo menos es:

E(X)=90=Db

10/

P(X>100)=1-P(X<100)= e 7 =0.3292

Si se utiliza la funcion de distribuciéon acumulada P(X>100) = 1 — P(X<100)= 1-0.6708

- %
Argumentos de funcién m

DISTR. GAMMA.N
X | 100 [ = 100
Alfa |1 = - 1
Beta |20 e = %0
Acumulado | verdadero f%| = VERDADERO
= 0.5670807012

Devuelve la distribudon gamma.
Acumulado es un valor logico: para que devuelva la funddn de distribudan acumulativa =

VERDADEROC; para que dewuelva |a funcion de probabilidad bruta = FALSO u
omitido.

Resultado de la farmula = 0.670807012

Ayuda sobre esta funddn [ Aceptar l l Cancelar ]

e s
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Cual es la probabilidad de que trabaje mas de 130 horas dado que ya trabajo mas de
100 horas.

P(X>120/ X >100) = P (X>120) / PX>100) = e ~120/%0) ; @ ~(100/%0) - § 263597/0.3292 =
0.80 = @ %0

Resuelva:

5.5 El tiempo que tarda una persona en ser atendida en una cafeteria es una
variable aleatoria exponencial con media de 4 minutos. Cual es la probabilidad que
una persona sea atendida en menos de 3 minutos.

R: 0.527

La distribucién exponencial se ha aplicado con amplitud a diversos campos, por
ejemplo, confiabilidad, teoria de la lineas de espera, puede representar la
distribucién del tiempo que transcurre hasta que se realice un evento, o también el
volumen, area, longitud, que hay que observar para que ocurra un evento.

Existe una relacion entre la distribucidn exponencial y el proceso de Poisson. Dado
un Proceso de Poisson con parametro | , si se designara con cero el momento en el
cual se empieza a observar el proceso y X es el tiempo que transcurre hasta que

ocurre el primer evento, X es una variable aleatoria distribuida exponencialmente
con b=1/I.

Ejemplo:

5.6 Suponga que el numero de accidentes en una fabrica se puede representar por
un proceso de Poisson con promedio 2 accidentes por semana, la probabilidad que
el tiempo entre un accidente y es siguiente sea mayor de 3 dias se calcula de la
siguiente forma:

| =2 accidentes por semana, entonces b =1/2

El tiempo promedio que transcurre entre un accidente y otro es 1/2 semana
P(X>3/7)= e %) =0.4243

5.7 Se ha observado que las fallas mecanicas ocurren en una maquina como un
proceso de Poisson con lambda igual a 0.5 fallas por hora.
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Cudl es la probabilidad que partiendo del tiempo en que se inicia el funcionamiento
hasta la primera falla y sea mayor que 1 hora

P(X>1)=e %W =0 6065

Cual es la probabilidad que el tiempo entre la primera y segunda falla sea menor que
4 horas

Px<4)=1-e W -1_e2-0.8677

Argumentos de funcién |M

DISTR.EXP.N
X |4 | = 4
Lambda 0.5 [ = o5
Acum | verdadero F®:| = VERDADERD
— 0864664717

Devuelve la distribucion exponencial.

Acum es un valor logico que devuelve la funddn: funddn de distribucidn acumulativa
= VERDADERD; funcidn de densidad de probabilidad = FALSO.

Resultado de la formula = 0.864664717 [

Avuda sobre esta funddn [ Aceptar ]‘ Cancelar |
—_—m—

3

Cual es la probabilidad que el tiempo entre la primera y segunda falla sea mayor que
2 pero menor que tres
P(2<X<3)=(1-e My _(1-¢%%2)=03678-0.223 =0.14488

Resuelva

5.8 En cierta regidon del oeste de los Estados Unidos el nimero de huracanes que
ocurren al afio es una variable de Poisson con promedio 6. Cual es la probabilidad
que después del huracadn ocurrido en febrero pasado, transcurran mas de 3 meses
sin aparecer otro.

R:0.223

4., Distribucion Gamma

Se dice que X, una variable aleatoria continua que toma todos los valores no
negativos, tiene una distribucion Gamma si su funcion de densidad de probabilidad
estd dada por:
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fx)=11/(b Gga)1x" e

donde b y a son positivos y se conocen como parametros de la distribucion, b es el
pardmetro de escala y sus valores alargan o comprimen la funciéon y a es el
parametro de forma. ( a) es la funcion gamma definida como:

00
(a-1) -x

Ga)= [ «x e dx
0

cuandoa =nesunentero,d a)=(n-1)!

G1)=1 G 05)=p

f(X)

o

X
(a-1) -x/b

FX)=[1/(b qa)]l J X e dx
0

EX)=ab V(X) = ab’

La distribucion Gamma frecuentemente se utiliza para modelar variables aleatorias
gue por varias razones tienen distribuciones asimétricas, sesgadas a la derecha,
seleccionando adecuadamente los parametros by a.

Ejemplo:

5.9 Para un determinado sistema electrénico la vida util se considera como una
variable aleatoria con distribucion Gammaconb =400y a =2.

fX)=[[1/ (400 *G2)) ] x e
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£(X) = [1/400 ) X &

La probabilidad de que la variable sea mayor que 800 es:

800

2 - /400
P(X>800)=1 - [ (1/400°) X e " dx=1-0.593993 = 0.4060
0

La probabilidad de que la vida util sea mayor que 500 pero menor que 700 es:

700

2 - /400
P(500< X< 700) = [  (1/400%)Xe * dx=0.16675
500

E(X) = 400 * 2 = 800
V(X) = 2 * 400° = 320000

5.10 En una ciudad el consumo de energia eléctrica en millones de kilowatts hora es
una variable aleatoria que tiene una distribucion Gamma con media 6 y varianza
doce

Encuentre el valor de los pardmetros alfa y beta de la distribucién

6=a*b

12=a * b’ entoncesa =3 b=2

f(x) = [1/ (2> * G(3))] x®Y e ¥ =(1/16) X’ & */2

Cual es la probabilidad que el consumo sea mayor de 12 millones de kilowatts hora
12

P (X>12)=1-P(x<12)=1- [(1/16) x* e */* = 1- 15.009/16= 0.061937

0
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' '
Argumentos de funcién @iﬁj 1

DISTR. GAMMA, M
X 12 el = 12
Alfa |3 | = 3
Beta |2 el = 2
Acumulado | verdadero f#:| = VERDADERO
= 0.933031196

Devuelve la distribucién gamma.

Acumulado es un valor ldgico: para gue devuelva la funddn de distribucién acumulativa =
VERDADERQ; para que devuelva la funddn de probabilidad bruta = FALSO u

omitida.
Resultado de la formula = 0.938031196
Avuda sobre esta funddn [ Aceptar ] [ Cancelar I 3
—

Resuelva

5.11 En una ciudad el consumo de agua en millones de metros cubicos por hora es
una variable aleatoria con distribucion gamma con a = 3y b= 2. ¢Cudl es la
probabilidad de que el consumo sea mayor que 12 millones de metros cubicos en
una hora dada?

R:0.061937

Una de las aplicaciones de la distribucion Gamma aparece cuando, en un proceso de
Poisson, se estudia la distribucion de tiempo (longitud, volumen, drea, etc.)
necesario para obtener un nimero n especificado de ocurrencias. Por lo que se le
relaciona directamente al estudiar el tiempo que transcurre para que se presente
un numero determinado de eventos (n).

Suponga que el tiempo en servir un cliente es una variable aleatoria exponencial con
parametro b, entonces la variable aleatoria T que corresponde al tiempo total en
servir n clientes independientes tiene una distribucién Gamma con parametros a =
nyb.

Ejemplo:
5.12 En una planta telefénica se estima que las llamadas llegan a razén de 0.4 por

minuto, La probabilidad de que transcurran menos de 6 minutos para que ingresen
exactamente dos llamadas se calcula aplicando la distribucion Gamma como sigue:
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X = Tiempo transcurrido desde el inicio de la observacién hasta el ingreso de dos
llamadas, n = 2.

b=1/l =1/0.4 = 2.5 minutos

a =n=2llamadas
2 ’X/z.s
f(X)=[1/2.5°) x e

6

2 'X/z.s
PX <6 )= [ (1/25°)xe * dx= 0.6916
0

5. Distribucion Weibull

Se dice que X, una variable aleatoria continua que toma todos los valores no
negativos tiene una funcion de densidad Weibull, con pardmetros a, b si:

f(X) = (a/ b?) X *" exp(x /b)° a>0, b>0

f(x)

El pardametro b es denominado de escala y a de forma. Cambiando los diferentes
valores de los parametros se pueden generar diferentes curvas que modelen
variables aleatorias en la vida real.

F(X)= 1-exp(-x/b) :
E(X) = b 4 1+1/a)
V(X) = b? [ 1+2/a) - G(1+V/a)]
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Ejemplo:

5.13 Suponga que la vida, en afios, de una bateria es una variable de Weibull con
a=2 b= 1.4142 la probabilidad de que la bateria esté operando después de dos
afos es:

P(X>2)=1-P(X<2) =1-F(x=2)=1-[1-exp(-2/1.4142)"]=e* =0.135

El valor esperado de la vida de la bateria es

E(X)=1.4142 G(1+1/2)=1.4142*0.8862 = 1.2533

5.14 Dada una variable aleatoria con distribucion Weibullcon a=3yb=0.5
Determine la siguiente probabilidad P (X<0.25) y P(0.1<x<0.2)
F(x)=1-exp—(X/b)?

P(X<0.25) = 1 —exp(-( 0.25/0.5)%) =1-e " %'?>=1-0.8824=0.1175
P(0.1<X<0.2)=F(0.2)-F(0.1) =

(1-exp ( 0.2/.5)°) = (1-exp (0.1/.5)*) = ( 1- exp *%*) - (1- exp %) =

(1- 0.9938 ) —( 1- 0.99203) =0.061995 — 0.0079528 = 0.054022

Resuelva

5.15 La duraciéon en afios de cierto sello para automovil tiene una distribucion de
Weibull con b=3ya =2

Encuentre la probabilidad de que tal sello falle antes de los 4 afos. R: 0.83
6. Distribucion Beta
Se dice que X, una variable aleatoria continua que toma todos los valores posibles

entre Ay B, tiene una funcién de densidad de probabilidad Beta con parametros a,
b, Ay B, si su funcion de densidad de probabilidad es:

f(X)=[1/(B-A) ] [ Ga+b)/G(a ) G(b )] [(X-AV/(B-A] ~  [(BX)/(BA]
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ConrecorridoA<X<By a >0y b >0
E(X) = A+ (B-A) (a/(a+ b)V(X)=(B-A)*(ab) /[ (a+b)’ (a+b+1)]

Un caso especial de esta variable aleatoria continua es  Distribucion de
Probabilidades Beta Estandar, y su funcién de densidad esta dada por:

fX)= [Ga+b)/G(a)G(b)1x " " 1x)" "

a>0yb>0

Se caracteriza porque su recorrido tiene limite superior e inferior finitos: 0< X< 1,
por lo que este modelo se utiliza frecuentemente para las variables aleatorias que
representan proporciones.

EX)=(a)/(a+b) V(X)=(ab)/[(a+b) (a+b+1)]

f(X

Ejemplo:

5.16 Se determind que el aprovechamiento de un nucleo de computadora, definido
como una proporcién de la capacidad total, tiene una distribucién de frecuencias
relativas que puede aproximarse mediante una funcién de densidad Beta Estandar
con a=2 b=4.

La probabilidad de que la proporcién de nucleo que se utiliza en un momento dado
sea menor que 0.2 es

f(X)=[G(6) / [G2) G4)1] X(1-X)"

f(X) = 20X (1-X)°
0.2

P(X<0.2)= [ 20X(1-X) =0.2627
0
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Argumentos de funcién I. P

DISTR.BETA.M

X 0.2
Alfa 2
Beta |4

T
il
I
g :
m

Acumulado | verdadero
A& |

[l [
I I
"B

o
« [

0.26272

Devuelve la funddn de distribucion de probabilidad beta.

A es un limite inferior opconal del intervalo de x. Si se omite, A =0.

Resultado de la farmula = 0.26272

Ayuda sobre esta funddn [ Aceptar ]I Cancelar

5.17 Un distribuidor mayorista de gasolina tiene tanques de almacenamiento con
aprovisionamiento fijo, los tanques se llenan los lunes, para el mayorista es
interesante la proporcion de volumen que se vende durante la semana. Durante
muchas semanas e ha observado que esa proporcién se modela muy bien con una
distribucidn Beta Estandarcona=4yb=2

Serd muy probable que el mayorista vende por le menos el 90% de su capacidad en
una semana determinada, cuanto espera vender en una semana.

f(X)= [G4+2)/G(4)G(2)] x' (1-X) N 0% (1-X)

1
P(X>09)= [ 20x?(1-X) =20 * 4.073 E-3 = 0.08146
.9
El valor esperado de la proporcion es E(X) =4/6 = 2/3

Resuelva:

5.18 Del total de la cosecha de cierta fruta en una finca hay una fraccién X que ha
sido dafiada por la plaga, el dueiio de la fina estima que X tiene una distribucién
Beta estdndar con alfa igual 1 y beta igual 4. Calcule la probabilidad de que al menos
0.25 de la cosecha esté danada por la plaga

R: 0. 6835
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7. Distribucion Normal

La distribucién normal es la distribucion continua mds importante y se utiliza en una
amplia gama de problemas.

Fue introducida por Carl Friedrich Gauss a principios del siglo XIX en su estudio sobre
los errores de medida, sin embargo ya se tenian algunos conocimientos poco
difundidos en trabajos de Abraham de Moivre en el siglo XVII. Desde entonces, se
ha utilizado como modelo probabilistico en multitud de variables continuas,
justificada por la frecuencia con la que ciertos fendmenos tienden a parecerse en su
comportamiento, normalidad, en cuya distribucién los valores mas usuales se
agrupan en torno a uno central y los valores extremos son escasos. Por eso la grafica
de la funcién de densidad tiene forma de campana.

Ademas hay otras variables que por medio de transformaciones pueden convertirse
0 aproximarse a variables con distribuciones normales por lo que es fundamental en
inferencia estadistica ya que ciertas variables a las que se les van a efectuar pruebas

deben seguir supuestamente esta forma de distribucion.

Distribucion Normal

f(x)

X

-00 m +00

Una variable aleatoria X toma todos los valores reales entre -0oo y +00 tiene una
distribucién normal si su funcion de densidad de probabilidad es:

fx)= (1/1(2p) " s] exp(-0.5[(x-m)/s]?)

Donde my s se denominan parametros de la distribucion, -oo< m<+oo y S >0,
estos parametros corresponden al valor esperado o media y la desviacion estandar
de la variable aleatoria.
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La distribucién normal queda definida por dos parametros, su media y su desviacién
estandar y se representa asi: N(ms?)

Propiedades de la distribucién normal:

La distribucion normal posee ciertas propiedades importantes:

i Tiene una Unica moda, que coincide con su media y su mediana.

ii. La curva normal es asintdtica al eje de abscisas. Por ello, cualquier valor
entre menos infinito y mas infinito es tedricamente posible.

iii. El drea total bajo la curva es, por tanto, igual a 1.

iv. La distancia entre la linea trazada en la media y el punto de inflexion de la
curva es igual a una desviacién estandar (S). Cuanto mayor sea S mas aplanada sera
la curva de la densidad.

V. La forma de la campana de Gauss depende de los pardmetros my S La media
indica la posicién de la campana, de modo que para diferentes valores de mla grafica
es desplazada a lo largo del eje horizontal. Por otra parte, la desviacion estdndar
determina el grado de apuntamiento de la curva. Cuanto mayor sea el valor de s,
mas se dispersaran los datos en torno a la media y la curva sera mas plana.

f(x)

-00 m +00

V. Medidas descriptivas

i Media: m

ii. Moda: m

iii. Mediana: m

iv. Desviacidon estandar: s

V. Varianza: s*

vi. Coeficiente de asimetria: 0

vii. Coeficiente de Kurtosis o apuntamiento: 3

Probabilidades
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Si, en el eje horizontal, se levantan perpendiculares en dos puntos a y b, el drea bajo
la curva delimitada por esas lineas indica la probabilidad de que la variable de
interés, X, tome un valor cualquiera en ese intervalo.

Puesto que la curva alcanza su mayor altura en torno a la media, mientras que sus
extremos se extienden asintéticamente hacia los ejes, cuando una variable siga una
distribucién normal, serd mucho mas probable observar un dato cercano al valor
medio que uno que se encuentre muy alejado de éste. Por lo tanto:

i. La distribucidén puede tomar cualquier valor.

ii. Son mads probables los valores cercanos a uno central que llamamos media.

iii. Conforme nos separamos de ese valor la probabilidad va decreciendo de igual
forma a derecha e izquierda (es simétrica).

iv. Conforme nos separamos de ese valor la probabilidad va decreciendo de forma
mas o menos rapida dependiendo de un pardmetro que es la desviacion estandar.

Es simétrica en torno a la media m debido a ello el 50% del drea esta a la derecha de
una perpendicular trazada en la media y el 50 % restante hacia la izquierda;

Px<m=05=P(x>m)

f(x)

0.5 0.5

-00 m +00

Si se trazan perpendiculares a una distancia de 1S a partir de la media men ambas
direcciones el drea que encierra es aproximadamente del 68%
P(m- s <x<m+s)= 0.68
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0.68

X

| | =
-00 - s m S +00

Si se trazan perpendiculares a una distancia 2S a partir de la media se encierra
aproximadamente el 95% del area.
P(m- 2s<x<m+2s)=0.95

0.95
X

-00 m 2s m m+2s +00

Extendiéndose a una distancia de 3s se logrard encerrar aproximadamente el

99.73% del area
P(m- 3s< x<m+3s)=0.9973

0.9973

X

| |
-00 m 3s m m+3s +00

La distribucion Normal estad determinada por los parametros my s, por lo que se
especifica una distribucién diferente para cada uno de los posibles valores de éstos.
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Funcion de distribucion
XO

FX) = (1/0(2p) " s] exp(-0.5[(x-m)/s]*) dx

-00

F(X= o) = P (X < Xo)

f(x)

-00 Tl +00

P( x1<X<x5) = F( X< %2 ) — F(X<x1)
Ejemplo

5.19 Un investigador informa que unos ratones viviran un promedio de 40 meses
cuando sus dietas se restringen drasticamente y después se enriquecen con
vitaminas y proteinas. Suponiendo que la vida de tales ratones se distribuye
normalmente con una desviacién estandar de 6.3 meses, encuentre la probabilidad
de que un ratén dado vivira:

a. mas de 32 meses

b. entre 37 y 49 meses

Datosm=40 s =6.3

/f(X)= i* 1 * axp- (X' 40)2

= ) =0.063324* g 10"2/7938
20 63 7 263

¥ 32
P(x>32)= Of (X)dx = 1- f (X)dx = 1-0.1021 = 0.8979
-¥

32
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Resolviendo con funciones de Excel
=DISTR.NORM(32,40,6.3,VERDADERO) = 0.1021

r X
Argumentos de funcidn &lﬁ

DISTR.MORM.N
X (32 el = 32
Media |40 Rl = 40
Desv_estandar 6.3 | = 6.3

Acumulade | verdadero| F&z| = VERDADERO

= 0.102070583

Devuelve la distribucion normal para la media v la desviacion estandar especificadas.

Acumulado es un valor ldgico: para usar la funcion de distribucion acumulativa =
VERDADERQ; para usar la funcidn de densidad de probabilidad = FALSO,

Resultado de la formula = 0. 102070588

Avuda sobre esta fundan [ Aceptar ]l Cancelar

49

b.P(37<x<49)= Of (X)dx =0.6064

37

P( x < 49) — P(x < 37)= 0.9234 — 0.3169 = 0.6064

Con funciones de Excel
=DISTR.NORM(49,40,6.3,VERDADERO)=0.9234
=DISTR.NORM(37,40,6.3,VERDADERO) =0 .3169

Resuelva

5.10 Los alambres que se utilizan en un equipo eléctrico deben tener entre 0.12 y
0.14 ohms de resistencia. La resistencia real de los alambres producidos por la
compaiiia A tienen una distribucidon de probabilidad normal con media 0.13 ohms y
desviacidon estdndar de 0.005. ¢Cual es la probabilidad de que un alambre
seleccionado al azar de la produccion satisfaga las especificaciones?

R: 0.9544
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8. Distribucion Normal Estandar

Z es una variable normal estandar si tiene media cero y desviacidon estandar uno,
m=0, s =1, su funcién de densidad de probabilidad es:

flz)=11/(2p) " exp (-2'/ 2)

f(2)

Caracteristica de la distribucion normal tipificada (reducida, estandar)
No depende de ningliin parametro
Su media es 0, su varianza es 1y su desviacidn tipica es 1.
La curva f(x) es simétrica respecto del eje Y
Tiene un maximo en este eje Y
Tiene dos puntos de inflexionen z=1y z=-1
Cuando x es menor que la media el valor de z es negativo
Cuando x es mayor que la media el valor de z es positivo
Cuando x es igual a la media el valor de z es cero

Para calcular probabilidades de ocurrencia de los valores de una variable
aleatoria normal estandar, como en cualquier variable continua, se debe encontrar
el area bajo la curva que describe la funcion de densidad, siendo la funcién de
distribucién acumulada como sigue:

Zo
F(Zo)=1/(2p)” [ exp(-7/2)dx

-00

Y representa la probabilidad de que la variable z sea menor o igual a z,.
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F(Zo) =P(z<Zo)

Se hace uso de esta funcién para calcular las probabilidades en cualquier otro caso,
asi:

P(z>Z0)=1-P(z<Zo)

P(z,<Z<z,) =P(z<2,)-P(z< 2)

f(2)
P(z < Zo)
Pz > Zo)
] - Z
-00 Zo +00

Este procedimiento se hace sencillo al utilizar las tablas de la distribucion
Normal Estandar, las cuales presentan las areas acumuladas para diversos valores de
la variable Z, el lector puede remitirse a referencias bibliograficas para verificar el
procedimiento.

Ejemplos:
5.21 SiZ es una variable aleatoria con distribucion normal estandar:

A. La probabilidad de que z sea menor o igual a 0.5 se calcula:

0.5

P(Z<0.5)=F(Z0=05)= 1/(2p) *° fexp(-2/2)dz =0.695

Resolviendo con ayuda de las funciones de Excel
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Argumentos de funcién @lﬂ_hj

DISTR.MORM.ESTAND.N

Z |.5 fRe| = 0.5
Acumulado |verdadero| f®z| = VERDADERO
= 0,69149624961

Devuelve la distribucian normal estandar (tiene una media de cero y una desviacion estandar de uno).

Acumulado es un valor ldgico que devuelve la funddn: funcdn de distribucidn acumulativa
= VERDADERO; funcdn de densidad de probabilidad = FALSO. 3

Resultado de la farmula = 0.6914624561

Avyuda sobre esta funddn [ Aceptar ][ Cancelar l

—_——mm e

B. La probabilidad de que Z sea mayor o igual a -2.15 se calcula:

P(Z> -2.15)=1-P(Z<-2.15)=1-F (Zo=-2.15)=1- 0.0158 = 0.9842

C. La probabilidad de que Z se encuentre en el intervalo [ -1.02, 2.05] se calcula:
P(-1.02<Z<2.05)=P(Z<2.05)-P(Z<-1.02) =F (Z0=2.05) - F ( Zo=-1.02)
P(-1.02<7<2.05)= 0.9798 - 0.1539 = 0.8259

Propiedades

A. Cualquier transformaciéon lineal Y, de una variable aleatoria normal X, sigue
teniendo una distribuciéon normal.

Si X es una Variable con media my desviacién estdndar S, es decir varianza S’.
Entonces Y = AX + B tiene una distribucion Normal con media:

2 2
Am+B yvarianzaA s

Una variable aleatoria normal X se estandariza al expresar su valor como el niumero
de desviaciones estdndar a la izquierda o a la derecha de su media.

Si la variable X tiene media y desviacion estdndar conocidas, entonces la variable
estandarizada de X es Z=(X-m) /S que es una transformacion lineal de X.

La transformacion lineal Z = ( X - m) / s, si la Variable X es Normal, tiene una
distribucién Normal Estandar, con media cero y varianza 1.
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Esta transformacion hace que la distribucién Normal Estandar sea primordial en el
calculo de las probabilidades de las variables normales en general, ya que toda
variable X con distribucién normal puede representarse en términos de una variable
Z, con distribucidn Normal Estandar, siempre que se conozcan los pardmetros media
y varianza, esto se consigue con la transformacion lineal a través de la funcién

Z=(X-m/s

P(X<Xo)=P[(X-n) /s < (Xo-m/s] =P(Z<Zo)

Ejemplo:

5.22 La distancia X a la que un atleta puede ejecutar un tiro es una variable aleatoria
que se describe de acuerdo a una distribucion normal con media 50 pies y varianza
25 pies .

a. La probabilidad de que este atleta efectie untiroa 55 pies o mas es:

P(X>55)=P(Z>(55-50)/5)=P(Z2>1) =1-P(Z<1)
=1-0.8413 =0.1587

b. La probabilidad de que un tiro del atleta quede a una distancia entre 50 y 60 pies
es:

P(50<X<60)=P((50-50)/5 <7 < (55-50)/5)=P(0<Z2<2)

=P(Z<2)-P(Z<0)=0.9772-0.5=0.4772

Resuelva

5.23 Suponga que los didametros de los tornillos fabricados por una compafiia estan
distribuidos normalmente con media 0.25 y desviaciéon estandar 0.02, Si se
consideran defectuosos si su diametro es menor que 0.2 y mayor que 0.28 ¢écual es
la probabilidad de que un tornillo seleccionado al azar sea defectuoso?

P(X<0.2)+P(X>0.28) =P (Z<-2.5) + P(Z> 1.5)=
0.0062 + 0.0668 = 0.0730

B. Si Xi es una variable aleatoria normal con media m y desviacién estandar S,

entonces Y=S Xi, parai=1,2,3,4,5,..,n tienen una distribucidn normal con
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media S my varianza S Si2 siempre que las variables Xi sean todas

independientes.

Ejemplo:

5.24 Tres resistencias se conectan en serie, los valores nominales de dichas
resistencias son 10, 15, 20 ohms respectivamente, si la resistencia de cada una
puede considerarse como una variable normal con media igual a sus valores
nominales y que cada una tiene una desviaciéon estandar de 0.5 ohm. La
probabilidad de que la conexién tenga una resistencia mayor que 46.59 ohm se
calcula de la forma siguiente:

Xi = resistencia de cada componente i=1,2,3
Y =X +X, +X, =resistencia de la conexion

Y es una variable normal con media 45 ( 10+15+20) y varianza 0.75 ( 3*0.25)

46.59
P(Y>46.59)=1- [ (1/[(2p) " *0.75] exp(-0.5[(x-45/0.75]") dx =0.0418

~00
Otra opcidn para resolver el problema es transformar la variable a Z

P(Z>(46.5-45)/0.866)=P (Z>1.73)=1-P(Z<1.73)
=1- 0.9582 = 0-0418

9. Teorema Central de Limite
Sin duda el resultado mas notable de la teoria estadistica que fue establecido en
1733 por De Moivre, este teorema explica por qué la distribucion normal aparece

con tanta frecuencia en fendmenos bioldgicos, fisicos, quimicos, etc.

Este teorema establece que la suma de un gran nuimero de variables aleatorias
independientes tiene a seguir una distribucion normal.

Con el nombre de efecto del limite central se conoce el hecho de que cuando una

variable Y es el resultado de la contribucién de muchas causas Xi que actlan de
manera independiente, cada una de ellas tiene una contribucién pequefia en el valor
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final de la variable y el modelo normal suele ser un patrén razonable para esa
variable Y

Teorema:

n
Sea Y=g Xi

i=1
Donde Xi son variables aleatorias independientes cuyas distribuciones de
probabilidad pueden ser arbitrarias o incluso desconocidas. Suponga que sus
respectivos valores esperados y varianzas de tales variables aleatorias son:
E(Xi)=m V (Xi)= si?Entonces la variable aleatoria

Y- @,ni

Ja si’

Tiene una distribucion de probabilidades que se aproxima a la distribucién normal
estdndar conforme n tiene a infinito.

=

En muchas situaciones se considera que una variable aleatoria representa la suma
de un numero considerable de variables aleatorias independientes, gracias a este
teorema se sabe que la variable aleatoria que resulta de sumar todas estas variables
se aproxima a una con distribucién normal.

Radica la importancia de este teorema en la tendencia a la Distribucion Normal
Estandar de Z, cuando n crece, independiente de la distribucién original de X, y es
fundamental en las aplicaciones de inferencia estadistica, ya que muchos
estimadores estan representados por sumas de observaciones muestrales.

Ejemplo

5.25 Al sumar nimeros en una computadora, se aproxima cada namero al entero
mas cercano. Suponiendo que todos los errores son independientes y distribuidos
uniformemente en el intervalo [ -0.5, 0.5]. La probabilidad de que la magnitud del
error total al sumar 1500 numeros exceda de 15 es aproximadamente igual a 0.09 y
se calculd con el procedimiento siguiente.

E=errortotal =S E

Ei = error de aproximacion del nimeroi i=1,2,3...1500
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rT|]=[-0.5+ 0.5]/2=0

V.=[0.5-(-0.5)] */12=0.083

mE) =0
V(E) = 1500 ( 0.083) = 125

P(E>15)=P(Z>[15-0]/11.18)=P(Z>1.34)=1-0.9099 = 0.09

5.26 La resistencia de un hilo es una variable aleatoria cuyo promedio es 0.5 libras y
una desviacién estandar de 0.2 libras. Suponga que la resistencia de una cuerda es la
suma de las resistencias de los hilos que la forman. Calcular la probabilidad que una
cuerda de 100 hilos, tenga una resistencia de mas de 45 libras.

X es la variable aleatoria “resistencia de la cuerda” X tiene una distribucién con
media 100 * 0.5 = 50 y una varianza 100 * 0.2 > =4

P(X >45) = P(z >2.5) = 1-0.0062 = 0.9938

De cuantos hilos se necesitan en la cuerda para que tenga una resistencia de mas de
50 libras con una probabilidad de 0.99
P(X>50)=0.99 entoncesP ( Z>Zo)=0.99

Zo
FZ<Z0)=1-0.99=0.01=1/(22p)* [ exp(-z/2)dx

00

Zo=-2.33
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Argumentos de funcidn Pl |

INV.NORM.ESTAND
Probabilidad | .01 = 0.01

= -2.326347874

Devuelve el inverso de la distribucién normal estandar acumulativa. Tiene una media de cero y una desviaddn estandar
de uno.

Probabilidad es una probabilidad asodada a la distribucion normal, un nimero entre 0y 1
inclusive, H

Resultado de la farmula = -2.326347874 4

Avuda sobre esta funddn [ Aceptar ]l Cancelar I

“ﬁb

-2.33=(50-n(0.5) / [Vn* 0.2] =-0.46 vVn = 50 - 0.5n
0.5n - 0.466 Vn -50 = 0 entonces n = 109.91 hilos

Resuelva:

5.27 Una maquina fabrica resistores eléctricos con una resistencia media de 40
ohms y una desviacién estandar de 2 ohms. ¢Cual es la probabilidad que una serie
de 36 resistencias seleccionadas al azar tenga una resistencia combinada de 1458
ohms?

R: 0.0668

10. Aproximacidon de la distribucion Binomial a la distribucidn
Normal

En el modelo de la distribucién Binomial cuando el numero de pruebas de Bernoulli

a repetir, n, es grande vy la probabilidad de éxito es préxima a 0.5, la distribucion de

probabilidades de la variable aleatoria “Numero de éxitos en las n pruebas” presenta

un modelo simétrico similar al de la distribucién normal y matematicamente puede

demostrarse que:

P(A<X< B) tiendeaP(Z <Z<Z,) donde,
1/2
Z,=[X,-npl/(npq)

1/2
Z,=[X,-np]/(npq)
y X,=A+05 ,X,=B-05
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Se recomienda la aproximacién de Bimonial a la Normal si np y n (1-p) son mayores
que 5

Ejemplo

5.28 Se lanzan 49 monedas legales y X representa el nimero de caras que aparecen.
X es una variable aleatoria Binomial con n=49, p=0.5, g=0.5
A. La probabilidad de que X sea a lo mas 28 es:

P (X< 28) =P (Z < [28.5-49%0.5] / (49%0.5%0-5) *° )=P(Z<1.14) = 0.872

B. La probabilidad de que X sea mayor que 20 pero menor que 25,
P (20 <X < 25) esigual a:

P ([20.5 -49%0.5] / ( 49*%0.5%0-5) " <Z < [24.5 - 49%0.5]/( 49*0.5%0-5) "* )
P(-1.14<Z < 0)=0.5 - 0.1271 = 0.3729

5.29 Suponga un sistema que esta formado por 100 componentes cada uno de los
cuales tiene una confiabilidad de 0.95 Si estas componentes funcionan
independientemente y si el sistema completo funciona cuando al menos 80
componentes funcionan écudl es la confiabilidad del sistema?

La confiabilidad del sistema es la probabilidad de que funciones al menos 80
componentes P(X > 80)

Por aproximacién a la normal
np =100 * 0.95=95 npqg =100 * 0.95* 0.05=4.75

P(X>79.5)=P(Z> -7.1124) =1

Resuelva

5.30 De un examen de seleccion multiple se seleccionan 80 preguntas cada una con
cuatro posibles respuestas pero solo una respuesta correcta. ¢Cual es la
probabilidad que una persona que contesta al azar tenga de 25 a 30 respuestas

correctas?
R:0.1196
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11. Problemas resueltos

5.31 Cierta fabrica de manufactura requiere de un producto especifico a granel, la
cantidad de producto que diariamente utiliza se puede modelar por una
distribucién Exponencial con media 4 toneladas, la probabilidad de que la fabrica
utilice mas de 4 toneladas en un dia determinado es.

X se define como la variable “toneladas a utilizar en un dia determinado”

X tiene una distribucion exponencial conb = E(X)=4

- 4/4
P(X>4)=e ' =0.3678

Qué cantidad de producto habria que almacenar para que la probabilidad de agotar

existencia sea solamente 0.05

/b )
P(X>Xo0)=005=€ =

X =11.98 toneladas.

5.32 Los tiempos de espera de los clientes que pasan por la caja registradora a la
salida de una tienda son variables aleatorias independientes, cada una con media
1.5 minutos y varianza 1 minuto. La probabilidad aproximada de que se puedan
atender a 100 clientes en menos de dos horas (120 minutos) es:

Sea Yi el tiempo de espera del i ésimo cliente

Sea X el tiempo de espera de los 100 clientes

X =SYi entonces: E (X) =100 * 1.5 =150 y V(X) =100 * 1 =100
P(X < 120) =P (Z<(120-150) / 10) = (Z< -3) =0.0013

5.33 Se colocan 25 focos de luz infrarroja en un invernadero de tal manera que si
falla un foco se encienda el otro inmediatamente, los focos funcionan
independientemente y la vida util de cada uno es una variable distribuida de forma
Exponencial con media 50 horas (b = 50). Si no se inspecciona el invernadero
durante 1300 horas, después de instalar el sistema, la probabilidad de que un foco
esté encendido al final de 1300 hora se calcula de la forma siguiente:

Xi es la variable “Vida Util del foco i”
Y es la variable Tiempo de funcionamiento de los 25 focos, Y = S Xi
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E (Y) = 25 *50 = 1250 V (Y) =50 * 25= 62500
P (Y >1300) = P(Z > (1300- 1250) / 250 )= P(Z > 0.2) = 0.4207

5.34 La cantidad de café en litros, que despacha una mdquina vendedora
instalada en la sala de espera de una terminal de autobuses, es una variable
aleatoria que tiene una distribucién uniforme f(x) = 1/3 cuando 7 < X< 10

La probabilidad que en determinado dia el café despachado por esta maquina sea
mas de 7.41 litros pero menos 9.51 litros es:
P(7.41<X<9.54)=(9.51-7.41) * (1/3) = 0.7

5.35 Segun las publicaciones de la revista Epoca, los censos muestran que el 53%
de las viviendas familiares de la ciudad estdan ocupadas por 3 o 4 personas.
Suponiendo que este porcentaje es valido. La probabilidad que de 1000 viviendas
seleccionadas al azar, por lo menos 52% estén ocupadas por 3 o0 4 personas es:

X= Numero de viviendas ocupadas por 3 0 4 personas
X es una variable Binomial con
n= 1000 p=0.53 q=0.47

Considerando que es valido aplicar la aproximacién a la normal
P(X>520) =P (Z>(519.5 - 530) / (1000%0.53*0.47) °) =
P(Z>-0.67) =0.2514

5.36 El tiempo requerido para ensamblar una pieza es una variable aleatoria con
distribucién normal con media 12.9 minutos y desviacién estandar 2 minutos.

a. La probabilidad que el ensamblado de tal pieza tarde al menos 11.5
minutos es:
P(X>11.5)=P (Z>811.5-12,9)/2) = p(Z> -0.7) = 1-0.242=0.758

b. La probabilidad de que el tiempo de ensamblado de la pieza esté entre
11.0y 14.8 minutos es:

P(11<X<14.8)=P((11-12.9)/2 < Z < (14.6 -12.9)/ 2) =

P (-0.95<Z<0.95)=0.8289-0.1711 =0.6578

5.37 Suponga que los clientes llegan a una caja a razén de 2 por minuto con una
distribucién de Poisson, calcular al varianza y el promedio de tiempo que transcurre
entre llegadas sucesivas de clientes.

X tiempo que transcurre entre llegadas sucesivas de los clientes
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E(X) = 1/2 = 0.5 minutos
V(X) = 1/4 = 0.25 minutos’

Si a un empleado le toma 3 minutos atender al primer cliente que llega écual es la
probabilidad que por lo menos un cliente esté esperando cuando termine de
atenderlo?

Y = nimero de clientes que llegan en el intervalo de tres minutos

P(Y>1)=1-P(X=0)=1-e " (6)°/0!=0.9975

¢Cual es la probabilidad de que el siguiente cliente llegue antes de que se termine
de atender al primero)=P(X <3)=1-¢€ © 0.9975

5.38 Para decidir cuantos representantes para servicio al cliente debe contratar,
una importante empresa de venta de procesadores de texto estudid el tiempo de
reparacion de los mismos. El estudio revelé que los tiempos de reparacién tienen
una distribucidon Exponencial con promedio 22 minutos (b= 22 minutos)

a. Hallar la probabilidad que el tiempo de reparacién sea menor que 10 minutos

-10/22
P(X<10)=1-e =0.3652

b. El costo de la reparacion es de $50 por cada media hora o fraccién. Cual es
la probabilidad de que una reparacion cueste $100 .
-60/22 -30/22 -1.3636 -2.7272
P(30<X<60)=[1-e 1-[1-e ]=e -e =
0.2557 - 0.0654 = 0.19029

c. Para planear el programa, écuanto tiempo debe asignarse a cada
reparacion para que la probabilidad de que cualquier tiempo sea mayor que el
tiempo programado sea solo 0.17?

T = tiempo programado

P(X>T)=01=e "> entoncesT=-In0.1*22=50.65=51

5.39 Una refineria de azucar tiene 3 plantas de proceso y todas reciben azucar a
granel. La cantidad de azlcar que puede procesar una planta en una hora se puede
representar con una distribucion exponencial con promedio 4 toneladas por cada
planta. Si las plantas trabajan en forma independiente, calcule la probabilidad que
exactamente 2 de las 3 plantas procesen mds de 4 toneladas en una hora
determinada.

X= Cantidad de azucar producida por cada planta
p(x>4)=e " =e'=037
Y= Numero de plantas que procesan mas de 4 toneladas en una hora.

P(Y=2)=,C,0.37 0.63 '=0.2587
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5.40 El tiempo de viaje de camiones que transportan concreto hacia una obra en
construccion, esta distribuido uniformemente en un intervalo de 50 a 70 minutos

Si se sabe que la duracién de un viaje fue mayor que 55 minutos écual es la
probabilidad que el viaje haya durado mas de 65 minutos?

X=tiempo de viaje de los camiones
f(X) = 1/20
P(X>65/X>55)=P(X>65)/P(X>55)= (5/20)/(15/20)=1/3

5.41 Suponga que X, el tiempo de supervivencia, en minutos, de un ratén macho
seleccionado al azar y expuesto a 240 rads de radiacion gamma, tiene una
distribucién Gammacona =8y b = 15.

El tiempo esperado de supervivencia es 8*15= 120

La varianza del tiempo de supervivencia es 8*152 = 1800, por lo que la
desviacion estandar es 42.43

La probabilidad de que el ratéon sobreviva entre 60 y 120 minutos se
determina de la forma siguiente:

/ /15

fx)=[1/[15°* 7] X'e "= 7.74175€E-14(x ™)

120 7 x/15
P(60<X<120)= [ 7.74175E-14(X e )= 0.496

60
Por probabilidad acumuladas P(X < 120) - P(X < 60) = 0.5403916 - 0.05113

5.42 Una variable tiene distribucién normal con desviacién estandar 21.5. Hallar la
media, si la probabilidad de que la variable tome un valor menor que 180.5 es
0.8849.

P(X < 180.5) = 0.8849 entonces, transformando a la variable Z,
P(Z < 1.20) =0.8849
1.20 = (180.5- ) / 21.5 entonces m= 154.7

5.43 La cantidad semanal, que una compaiiia gasta en mantenimiento, tiene una
distribucién normal con promedio $400 y desviacidon estandar $20. Si el presupuesto
para cubrir los gastos de mantenimiento para la semana siguiente es $450 ¢cudl es

la probabilidad que los costos reales sean mayores que la cantidad presupuestada?

P(X > 450) = P (Z > (450 - 400) / 20) = P(Z > 2.5) = 1- 0.9938= 0.006
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¢De cudnto debe ser el presupuesto semanal para que tan solo se rebase con
una probabilidad de 0.1?

P(X>Xo)=0.1 =P (Z > (Xo - 400) / 20)
P(Z>1.28)=0.1
Z=1.28 = (Xo - 400) / 20 entonces Xo es 400 + 25.6 = 425.6

5.44 Suponga que 30 instrumentos electrénicos se usan de forma siguiente, Tan
pronto falla D, empieza a funcionar D,, tan pronto falle D, empieza a funcionar D, ..

etc.

Suponga que el tiempo de falla de Di es una variable Exponencial con promedio 10
horas, si T es el tiempo total de operaciéon de los 30 instrumentos écual es la
probabilidad de que T exceda de 350 horas?

E(Ti) = 10 V(Ti ) = 100

T=STi i=1,23,..30

P(T >350) = P(Z > (350 - 30*10) / ( 30*100 )" = P(Z > 0.9127) =
1- 0.8185 = 0.1814.

5.45 Una aerolinea encuentra que el 5 % de las personas que hacen una
reservacion para cierto vuelo no se presentan al aeropuerto.

a. Si la aerolinea vende 160 boletos para un vuelo con 155 asientos
disponibles écual es la probabilidad que todas las personas que se presenten y
tengan una reservacién consigan un lugar?

155

P(X<155)=S _ C *0.95"*0.05"
0

Aproximando a la distribucién Normal

60-

X

E(X) = np =160*0.95 = 152 V(X)=160*0.95*0.05 = 7.6
S = 2.757

P(X >155) = P(Z < (155.5 -152) / 2.757) = P(Z < 1.27) = 0.898

¢Cual es la probabilidad de que deban venderse al menos 170 boletos para
que el vuelo salga con 155 pasajeros?

E(Y) =155/0.95= 163.16
2
V(Y) =(155*0.05/0.95 )=8.59

P(Y>170) = P(Z > ( 169.5- 163.16) / (8.59) > )
0(Z>2.16) = 0.0154
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5.46 Los conductores que se fabrican para utilizarse en un sistema necesitan tener
una resistencia que varie entre 0.12 y 0.14 ohm. Las resistencias reales medidas de
los conductores que produce la compaiiia XZ tiene una distribucion normal con
media 0.13 y desviacion estandar 0.005, ohm. Calcule la probabilidad de que un
conductor seleccionado al azar cumpla con las especificaciones.

P(0.12 < X < 0.14) = P( (0.12-0.13)/0.005 < Z < (0.14-0.13) / 0.005) =
P(-2<Z<2)=0.9772 - 0.0228= 0.9544

Si se usan 4 de esos conductores en el sistema, écudl es la probabilidad de que los
cuatro cumplan con las especificaciones?

p = probabilidad de que un conductor cumpla con las especificaciones p =
0.9544

X=numero de conductores que cumplen con las especificaciones.

P(X=4)=p"'= 0.9544"=0.8297

5.47 Una llamada telefénica llega a un conmutador en un tiempo al azar dentro de
un intervalo de 1 minuto. El conmutador estuvo ocupado durante los 15 segundos
finales en ese periodo.

Calcule la probabilidad de que la llamada llegara cuando el conmutador no estaba
ocupado.

X=tiempo, en segundos, en el que llega la llamada
0<X<60

f(x)=1/60 a=0 b=60
P(0<X<45)=45/60=0.75

5.48 En una zona de los Estados Unidos, se puede modelar la magnitud de los
terremotos mediante una distribucion exponencial cuyo promedio es de 2.4 grados
en la escala Richter. Calcular la probabilidad que el siguiente temblor que se
presente en esa zona sea entre 2 y 3 grados en la escala Richter
b=2.4
f(x)=(1/2.4) *e
P(2<X<3)=(1-e - (1-e " =(1-e
0.7135-0.5654 =0.1481

x/2.4

-1 -0.833

24
)-(1-e )=

5.49 Las descomposturas de un robot industrial siguen una distribucién de Poisson
con promedio 0.5 descomposturas por dia (8 horas de trabajo). Si se pone en
servicio este robot al principio del dia, calcule la probabilidad de que:

a. No se descomponga durante el dia
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5.50

X= numero de descomposturas por dia
P(x=0)=e ~ =0.6065

b. Trabaje por lo menos 4 horas antes de la primera descompostura
t=tiempo que transcurre hasta la primera descompostura

| =0,0625 descomposturas por hora

b =1/0.0625 = 16 horas

Pit>ah)=e ¥ = *® =0.778

La proporcion del tiempo por dia que todas las cajas registradores de un

supermercado se encuentran ocupadas es una variable aleatoria Y con distribucion
Beta, y parametros a = 3 b =5, determine la probabilidad que Y sea mayor que 0.7

5.51

G(a+b)/(Ga)Gb)=G8)/(GE3) ¢ 5)) = 105

f(Y)=105y (1vy)"

1
P(Y>0.7)= [ f(y)dy =0.02879
0.7

El tiempo para que ocurra una falla, en horas, en el rodamiento de un eje

mecanico se modela satisfactoriamente como una variable Weibull, con pardmetros
b= 0.5 ya= 0.014142

horas

5.52

Determine el tiempo promedio para que ocurra una falla
E(X) =0.014142 ? G 1+2) =5000.0959 * 2! =10000.19 horas

Determine la probabilidad de que el rodamiento dure por lo menos 6000

P( X > 6000) = 1- P( X < 6000) =
P (X <6000) 1- exp (- 0.014142(6000) *° ) = 1- 0.3344 = 0.6656
P(X >6000)=1-0.6656 = 0.3344

Suponga que el tiempo en horas que toma reparar una bomba de agua es

una variable aleatoria X con distribucion Gamma con a=2 y b=1/2.

hora?

¢Cual es la probabilidad de que el siguiente servicio tome cuando mucho una

f(X)=(1/(05°G(@2)))x e ™= axe™

P(X<1)= [ 4xe-2x=0.59394
0
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¢ Cudl es la probabilidad de que al menos se requieran dos horas para

reparar la maquina?
2

P(x>2)=1-P(X<2) =1- [ 4xe ~=1-4*0.27715=
0

1-0.90842 =0.09158

5.53 De los clientes que entran a una exposicién de equipos estéreo, solo el 30%
compra. Si en una mafana entran 40 clientes, écudl es la probabilidad que por lo
menos 15 hayan comprado?

P(X>15) = P(Z>(14.5-40 *0.3)/ (40*0.3*0.7)"" =P(z>0.8625) =
1- 0.8051= 0.1949

5.54 Si el numero de llamadas telefénicas que entran a una central de un edificio
de oficinas es de 4 por minuto, en promedio. Calcule la probabilidad que lleguen
menos de 1900 llamadas en un dia de trabajo de 8 horas.

8 horas= 480 minutos
| s=4* 480 = 1920 llamadas por dia de trabajo

P(X < 1900) = P(Z < (1899.5 - 1920) / ( 1920)"" = P(Z < - 0.47) = 0.3192}
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12. Problemas propuestos

5.55 Se selecciona aleatoriamente un punto sobre el intervalo [0,10], éCudl es la
probabilidad de que el punto se encuentre entre 1.5y 3.5 ? R:0.2

5.56 El tiempo transcurrido hasta la falla para un cinescopio de television se
estima que se distribuye exponencialmente con media de 3 afios. Una compafiia
ofrece un seguro para este cinescopio para los primeros 5 afios de uso. éQué
porcentaje de las podlizas tendra que pagar por reclamaciones? R:0.811

5.57 La resistencia a la rotura en Newtons de una tela sintética se denota
mediante X y se distribuye de acuerdo a la Normal con media 800 y varianza 144. El
comprador de la tela exige que ésta tenga una resistencia de al menos 772 N. ¢Cual
es la probabilidad, que al probar una muestra de tela, cumpla con las exigencias del
comprador. R:0.9812

5.58 Un establecimiento ha observado que los vehiculos permanecen en él 45
minutos en promedio y que este tiempo de estacionamiento sigue una distribucién
Exponencial. éCudl es la probabilidad de que un vehiculo seleccionado al azar
permanezca a lo sumo 30 minutos? R:0.4866

5.59 La captura diaria de un pescador de langostas es el total Y de libras de
langostas capturadas en un nimero fijo de trampas. Si la captura media por trampa
es de 30 libras con una desviacion estandar de 5 libras y si el pescador tiene 50
trampas ¢Qué probabilidad hay de que el pescador pesque mas de 1450 libras de
langosta en un dia? R:0.9207

5.60 El encargado de bodega de un almacén coloca piezas en una plataforma para
transportada a la sala de ventas. Cada pieza pesa 0.5 libras con una desviacion
estandar de 0.05 libras. El peso maximo que soporta la plataforma es de 200 libras.
Si se carga la plataforma con 395 piezas que probabilidad hay que exceda el peso
maximo? R: 0.0059

5.61 Los niveles maximos de inundacion, en millones de pies cubicos por segundo,
de determinado rios, tiene una distribucién de Weibull, con b = 1.5y a = 1.667.
Estimar la probabilidad de que el nivel maximo de inundacién para el afio proximo
sea mayor que 0.5. R:0.5547
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5.62 Una universidad espera recibir para el siguiente afio escolar 16000 solicitudes
de ingreso al primer afio de Licenciatura., Se supone que las calificaciones obtenidas
por los aspirantes en la prueba SAT se puede modelar de manera adecuada por la
distribucién Normal con media 950 y desviacion estandar 100. Si la universidad
decide admitir al 25% de todos los aspirantes que tengan las calificaciones mds altas
en la prueba SAT, un estudiante que tienen una calificacion de 965 (itiene la
oportunidad de ser admitido? R: no

5.63 Cierta fabrica de manufactura requiere de un producto especifico a granel, la
cantidad de producto a utilizar se puede modelar por una distribucion Exponencial
con promedio 4 toneladas. ¢Qué cantidad de producto habria que almacenar para
gue la probabilidad de agotar existencias sea solamente de 0.05? R: 11.98
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APENDICE 1

Gaitan Garavito

SOLUCION DE PROBLEMAS CON
AYUDA DE LAS FUNCIONES DE EXCEL

En este apéndice se ilustra el uso de la hoja electrénica Excel y sus funciones
estadisticas que son Utiles para resolver problemas relacionados con distribuciones

de probabilidad.

Es pertinente recordar al lector, familiarizado con Excel, que para utilizar éstas
funciones debe ingresar a la hoja electrénica, pulsar en S mas funciones, y en el
cuadro que aparece seleccionar “Estadisticas”, de forma automatica se listardn
todas las opciones disponibles en la columna “Nombre de la funcién”, en ese listado
debera senalar la funcién deseada.
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Para la presentacion del uso de las funciones se tomaron los ejemplos incluidos en
los capitulos 4 y 5, facilitando de esta forma la interpretacion de los resultados
mostrados por el software, por lo que el lector puede referirse los capitulo sefalado
para recordar el procedimiento de solucidn analitico.

1. Distribuciones discretas de probabilidad

Distribucion uniforme discreta

Ejemplo 4.1

Para un numero de loteria premiado, se selecciona el valor del premio mediante la
seleccion de una etiqueta al azar de una caja que contiene 10 numeradas del 1 al 10,
el valor de la etiqueta es la cantidad de quetzales que corresponden al premio.

¢Cual es la probabilidad que gane a lo mds cuatro quetzales?
Probabilidad acumulada: P(X < 4) = P(X=1)+P(X=2) +P(X=3) +P(X=4) = 0.4

> APLICACION DE LA FUNCION “PROBABILIDAD” de Excel
Devuelve la probabilidad de que los valores de un rango se encuentren entre dos
limites o sean iguales a un limite inferior.

PROBABILDAD v ( X « f<| =PROBABILIDAD{A6:A15,B6:B15,1,B17)

s [ D E F G H I J
1
2
3 | Distribucidn Uniforme r,\,gumentos Tl 2 ) |
4 Discreta
5 ¥ p [X} PROBABILIDAD -
6 1 0.1 Rango_x | Ag:A15 E| = {1;2;3;4;5:6;7;8;9; 10}
= 2 0.1 Rango_probabilidad B6:B15 . = {050, 50.150. 130 10, 120: 150,130
8 3 0.1 Limite_inf |1 !
3 4 0.1 Limite_sup |17 =] = 4
10 5 0.1
11 6 0.1 N . i . -
Devuelve la probabilidad de que los valores de un rango se encuentren entre dos limites o sean iguales a un limite
12 7 0.1 inferior.
13 8 0.1 Rango_x es el rango de valores numéricos de ¥ con gue el gue hay probabilidades
14 g 0.1 asociadas.
15 10 0.1
i Resultado de la formula = 0.4
17 Xo 4
18 |P(X<=Xa) @!_ Ayuda sobre esta funddn [ Aceptar ] | Cancelar |
Ll _—
20 |Xj
21 P{Xi<=X<=Xj)
22
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¢Cual es la probabilidad de que gane entre 2 y 7 quetzales?

Probabilidad de un suceso: P (2<X<7)=0.6

PROBABILIDAD  ~ (% « Jf-| =PROBABILIDAD{A6:A15,B6:B15,B19,820)

. [ D E F G H I 1
1
2
3 | Distribucion Uniforme Argumentos de funcién M-‘
4 Discreta
: 7 p(X) PROBABILIDAD
6 1 0.1 Rango_x |Ag:A15 = {1;2;3;4;5;6;7;8;9;10}
7 2 0.1 Rango_probabilidad |B5:515 £ {0.1;0.1;0.3;0.1;0.1;0. ;0. ;0. 1;0.....
8 3 0.1 Limite_inf 519 E: 2
9 4 0.1 Limite_sup |B20| -7
10 5 0.1
1 6 0.1 7
- Devuelve la probabilidad de que los valores de un rango se encuentren entre dos limites o sean iguales a un limite
12 7 0.1 inferior.
13 8 0.1 Rango_x es el rango de valores numéricos de X con que el que hay probabilidades
14 g 0.1 asodadas.
15 10 0.1
2 Resultado de |a férmula = 0.6
17 [Xo 4
18 |P(X<=Xo) Ayuda sobre esta fundién [ Aceptar ] I Cancelar ]
13 Xi 2 e ——————————————
201 7
21 !P{Ki(:K<:K]i,B19,BZO} _|
22

Distribucion binomial
Ejemplo 4.3

Se lanzan 6 monedas legales, sea X la variable aleatoria que representa en niumero
de caras que aparecen en los seis lanzamientos.

¢Cual es la probabilidad de que aparezcan como maximo cuatro caras?
Calculando la probabilidad acumulada: P ( X <4 ) =0.8906
> APLICACION DE LA FUNCION “DISTR.BINOM.N” de Excel

Devuelve la probabilidad de una variable aleatoria discreta siguiendo una
distribucion Binomial.
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DISTR.BINOM.N 7 KV E | =DISTR.BINOM.N(B5,B2,B3,verdadero)

| & [® 1 ¢ | o [ e [ ¢ [ e [ wu [ 1 [
1 | Distribucion Binomial g = 2 5 3

| | Argumentos de funcidn 1
2 n{ensayos) 6 |
3 _:p 0.5 DISTR.BINOM.M i
a :C| 0.5 Mim_éxito BS 4 |

| Xo (ndmero e Bz s
5 |de éxitos) 4 -

Prob_éxito E3 0.5 3

6 |P(X<=Xo) |zrdader0} ‘l ; |
- _P{)(:XO} Acumulado E\.-erdadero| VERDADERO :
B Criterio Binomial = 0.890625
g .P{)K:}(O} Devuelve la probabilidad de una variable aleatoria discreta siguiendo una distribudidn binomial. |
10 .XO Acumulado es un valor I8gico: para usar la funddn de distribucidn acumulativa = |
11 | VERDADERQ); para usar la funcidn de probabilidad bruta = FALSO. 1
12 !
13| Resultado de |a férmula = 0.890625 |
14 i
]'5 | Avuda sobre esta funddn [ Aceptar ] ’ Cancelar l 1
uz | ———
17 |

¢Cudl es la probabilidad que aparezcan exactamente cuatro caras?

Probabilidad puntual: P(X=4)=0.2343

| DISTRBINOM.N - ( X & fx| =DISTR.BINOM.N(BS,B2,B3,falso)

a [ 8 | c¢ [ o [ e [ ¢ [ 6 [ ®w [ o+ [

1 | Distribucion Binomial i 2k
| Argumentos de funcion [ g
2 n(ensayos) 6
2 p 0.5 DISTR.BINOM.N
4 q 0.5 Niim_éxito |B5 4
¥o (namero s B?_ a
5 de éxitos) 4 e T
— Prob_éxito B3 0.5
6 P(X=<=Xo) L
7 |Pix=xo) [ ;B3falso) ‘| Acumulado |faisol Zaitl
8 Criterio Binomial = 0.234375
9 .P{){(:)(o} Devuelve |a probabilidad de una variable aleatoria discreta siguiendo una distribucidn binomial.
10 | Xo Acumulado esun valor Idgico: para usar |a funcidn de distribucidn acumulativa =
1 | VERDADERQ); para usar |a funcdn de probabilidad bruta = FALSO.
12|
13 | Resultado de la formula = 0.234375
14
| Ayuda sobre esta fundén [ Aceptar ] ’ Cancelar
15
16 |
17 |

¢Cual es el valor de la variable que tiene un valor de probabilidad acumulada mayor
oiguala0.5?
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Valor de la variable que tiene un valor de probabilidad acumulada mayor o igual al
especificado: P( X <Y ) =0.5. El valor que corresponde a la variable es Y = 3.

> APLICACION DE LA FUNCION “INV.BINOM” de Excel
Devuelve el menor valor cuya distribucion binomial acumulativa es mayor o igual a
un valor de criterio.

INVBINOM  ~ [~ X /| =INV.BINOM(B2,83,89)
A | B | ¢ D E F G H I J
1 | Distribucion Binomial . 5
2 nfensayos) 6 Argumentos de funcion [ ? iz;-l
3p | L 0.5, INV.BINOM
419 0.5 Ensayos B2 B = 6
Xo (nimero e —

4 Prob_éxito B3| ER:| = 0.5
5 de éxitos) 4 o
6 P{X<=Xo) Alfa [B9 B8] - o=
7 |P(X=Xo) =3
3 Criterio Binomial Devuelve el menor valor cuya distribucidn binomial acumulativa es mayor o igual que un valor de criterio.
9 |P{X<=Xo) 0.5 Ensayos es el nimero de ensayos de Bernoulli.

10 X0 [28389) |
11
12 Resultado de la férmula = 3
. d funds Aceptar | [ Cancel
Ay sobr ir=]

14 yuda sobre esta funcidn ceptar ancelar
15 \,
16

Distribucidon binomial negativa

Ejemplo 4.6

Suponga que una compafiia que fabrica transistores, segln su experiencia, considera
que la probabilidad de que cualquiera de los transistores producidos esté

defectuoso es 1 %.

¢Cual es la probabilidad de tener que examinar 5 transistores para encontrar 3 en
buenas condiciones?

Distribucion de probabilidad puntual: P (X =5) = 0.00058
» APLICACION DE LA FUNCION “NEGBINOMDIST” de Excel

Devuelve la distribucion de probabilidad Binomial Negativa. La probabilidad de
encontrar num_ fracasos antes que num_ éxitos con probabilidad_s éxito
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NEGBINOM.DIST  ~

© X v fe =NEGBINOM.DIST(B22,823,B19,falso)

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

25
26
77
28
29
30
31
32
33

24 |P(x=xo)

A | B |

12|

Distribucion Binomial
Negativa

r 3
p 0.99
q 0.01
Xo 5
Mo. Fracasos 2
No. Exitos 3

|31‘3,fa|so} .I

C

D | E

F

-~

Argumentos de funcién

MNEGEINOM.DIST
Mim_fracasos E22
Midm_éxitos E23
Prob_éxito Ei9
Acumulado | falso

probabilidad probabilidad_s de éxito,

Acumulado es un valor légico: para usar la funddn de distribucién acumulativa =
WERDADERO; para usar la funcién de densidad de probabilidad = FALSO.

Resultado de |a formula = 0.000532179

Ayuda sobre esta funddn

0.000582179
Devuelve |a distribucidn binomial negativa, la probabilidad de encontrar nim_fracasos antes que ndm_éxita, con

Aceptar JI Cancelar

Distribucion Geométrica

Ejemplo 4.9

Hallar la probabilidad que en lanzamientos sucesivos de un dado resulte un dos por
primera vez en el quinto lanzamiento.

Distribucion de probabilidad Puntual: P (Y = 5) = 0.08037

Se recuerda que la distribucién Geométrica es un caso especial de la distribucion
Binomial Negativa, cuando r = 1.

> APLICACION DE LA FUNCION “NEGBINOMDIST” de Excel
Devuelve la distribucion de probabilidad Binomial Negativa. La probabilidad de
encontrar num_ fracasos antes que num_ éxitos con probabilidad_s éxito
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NEGBINOM.DIST  ~ [~ % + fx| —~NEGEINOM.DIST(B22,B23,B19,falso)

A B | c D _ E | F _ G _ H _ 1 _ )

>
1= 4
14 |
15
| ~ : e —
16 | Distribucion Binomial Argumentas de furcion &J
17 Mezativa
1 MNEG3INOM.CIS™
18 [t 1 -
19 b 0.1667 Madnn_fravasus Bz2 =
20 g 0.8333 Miim_éxitns  BI3 !
21 Xo 5 Prob_éxito B19 01867
22 MNo. Mracescs 4 Acummulade  faso FALSC
23 |No. Exitos 1

= 0030378728
24 |M{X=Xa} |31‘3rf“|5:’} .I Uevuelve Iz distriouadn bnomia negativa, la probablidad de 2ncontrar nim_fracasos antes cue ndm_gxito, con
25 probzbildad probabiidad_s de exito.

26 Acemulade es un valor I3gizo: pera usar la funddn de distrizuddn acumulativa —

27 | VERDADERC; para usar la furcién ce dersidad de prebabilidad = FALSD.
2]

= Resultaco dels formula = 0.080378728

a0 = =

31 | Awirda enhre eeta fi nridn Aceptar Canzelar
| -

33 |

Distribucion hipergeométrica

Ejemplo 4.15

De 20 aspirantes a una beca, 12 son guatemaltecos (A) y los demds de otros paises
de Centro América (A°). Si se seleccionan al azar 6 aspirantes a la beca, écudl es la

probabilidad de que exactamente dos sean guatemaltecos (A)?
Distribucion de probabilidad puntual: P (X =2) =0.1191

> APLICACION DE LA FUNCION “DISTR.HIPERGEOM.N” de Excel
Devuelve la distribucion Hipergeométrica.

DISTR.HIFERGECM.N ~ [© K .ﬁ| -CISTR.HIFERGEOM.MN(E35,B34,832,B31,7also)

i T | n E ] P G H 1

25
26
27

p
R Argumentos d= funcidn Lw
29 Nistriburicn
an Hinergenmétrica LG TR U
31 N{num poklacion) 20 Muestra_gxito B35 2
32 Rfexitos pchlacidn) 12 Wim_de_nmuestra B34 [
33 N-R Poblacién_&xito |D32 - 12
34 N{num muestra) nim_de_pobladdn |51 2

35 Xo (éxitos muestra) et e P
36 n-Xo -

37 P(x=Xo) |331,fs|so} | = 0.119155045
_3_3_ - Jevuelve |a distrbucidr hipergeométriza,

29 Acumulado es un valor 6gico: para usar la funadn de asmbuzion acumulatva =
WFRMANFR0; para tsar la finddn de d=reidad de pronshiidac = FALSD.

sk oo

A0
a1
A2 Reaultacnde la firnulz = 1.11919504R

M
45
A6
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Distribucion de Poisson

Ejemplo 4.21

Gaitan Garavito

Los clientes en un supermercado se forman en la caja a razén de 4 por minuto.
La probabilidad de que ningln cliente se forme en la cola en cualquier periodo de
30 segundos se calcula como la distribucion de probabilidad puntual,

P (X =0) =0.1353

> APLICACION DE LA FUNCION “POISSON.DIST” de Excel

Devuelve la distribucion de Poisson

POISSON.DIST - X « Jfx| =POISSON.DIST(B3,B5,falso)
_ A [ b | F G | T
1 | Distribucién de Poisson g ~ 9 [ 3
2 Lambda & Argumentos de funcién
2 _}(0 0 POISSON.DIST
4 |S(periodos) 0.5 X g =0
* i -
5 Lambda*S{media) 2, Media |gs 2
6 |Px=x |,B§,I" 1 | -
7=xd) also) ] Acumulado | fzlso| FALSO
7 |P(x<=Xo) -
] = 0.135335233
g | Devuelve la dstribucién de Poisson.
10 Acumulado =5 un valor ldgico: para usar la probabilidad acumulativa de Paisson —
5 | VERDADERO; para usar la funcidn de probabilidad bruta de Poisson = FALSO.
12
13 Resultado de la formula = 0.135335233
Lo Avyuda sobre =sta fundidn [ Aceptar ] [ Cancelar
15
ol i
16 |
L7
Nota

La probabilidad de que a lo mas un cliente se forme en la cola en cualquier periodo
de 30 segundos se calcula como la distribucién de probabilidad acumulada: P (X < 1)

=0.4060

POISSON.DIST - {

w v fri =POISSON.DIST(B3,B5,verdadero)
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_ A [ 8 | ¢ b | E F G H L
1 Distribucidn de Poisson 'A P— 2 B
! " i [
9| 1ambda rgumentos de funcion
& _)(O i POISSON.DIST
4 5(periodos) 0.5 x gz 1
g . 1
5 |Lambda*S{media) ¥ Media |5c 2
6 |P(X=Xo T
{ ) Acumulado | verdadero VERDADERO
7 |P(X<=Xo) |zrdader0} -l -
3 = 0.10800585
3 | Devuelve la ditribucién de Poisson.
10 | Acumulado es un valor ldgico: para usar |a probablidad acumulativa de Poisson =
o 1 VERDADERO; para usar la funcidn de probabilidad bruta de Poisson = FALSO,
12 |
13 Resultado de a formula = 0.40600385
L Ayuda sobre esta funcidn [ Aceptar ] [ Cancelar
15
16 | .
17 |
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2. Distribuciones continuas de probabilidad

Distribuciéon Exponencial

Ejemplo 5.4

Un componente de un equipo electrénico tiene una vida promedio de 90 horas; el
tiempo de vida sigue una distribucion exponencial.

¢Cual es la probabilidad que el componente trabaje a lo mas 100 horas?

X=tiempo de vida del componente

P(X<100)=0.6708

> APLICACION DE LA FUNCION “DISTR.EXP.N” de Excel
Devuelve la probabilidad de una variable continua siguiendo una distribucion
Exponencial.

DISTR.EXP.N - ® « Je | =DISTR.EXP.N(C8,C7 verdadero)

A B c b [ e | ¥ 6 | I 1|k
# b
Argumentos de funcién l 7 ) |
DISTR.EXP.N
Distibucion Exponencial X |c3 = 100
Lambda B&| = 0.01111
Bata 90 mhea 1@
Larmhda 0.01111 Acum | verdadero = VERCACERO
Xo 100 = 0670770433
P[K <¥ao! Devuelve la distribuciin exporendal.

Acum ez un valor ldgico gue devuelve la funddn: fanddr de distriouddr acumulativa
=VERDADERD; funddn de densidad ce probatilidad = FALSD

Resultado dz |z formula = 0.670770433

Ayuda schre esta fundién Cancelar |

Distribucion Gamma
Ejemplo 5.9

Para un determinado sistema electrénico la vida util se considera como una variable
aleatoria con distribucién Gamma con b=400a =2

¢Cual es la probabilidad de que la variable sea menor o igual que 8007?

X=vida util del sistema
P(X<800)=0.5939
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> APLICACION DE LA FUNCION “DISTR.GAMMA.N” de Excel
Devuelve la probabilidad de una variable aleatoria siguiendo una distribucion

Gamma.
DISTR.GAMMA.N - | X v i | =DISTR.GAMMA.N(C15,C14,C13,verdadero)
|~ [ 8 [T ] o [ e [ ¢ [ 6 [ w [ v [ 3 [ K
10 |
i
12| Distribucion Gamma rr\rgumenbs de funcién m
13 | Beta 400
14 | Alfa 2 DISTR. GAMMA.N
115 | Xo 800 X |C15 200
16 | P(X<Xo) |zrdader0} -l Alfa |C14 z
17 Beta C13 <00
18| Acumulado | verdadero VERDADERO
= =t :
20' = ([.59399415
1 Devuelvela distribucidn gamma.
21
| Acumulado es un valor ldgico: para que devuelve la funcidn de distribucidn acumulativa =
22 | VERDADERQ; para gue devuelva la funcidn de probabilidad bruta = FALSO u
23 omitido,
24
25 | Resultade de Ia férmula = 0.59399415
26 | Ayuda sobre esta funcidn [ Aceptar ] [ Cancelar ]
27

éCudl es el valor de la variable al que le corresponde una probabilidad acumulada de

0.6?
P(X < Xo) = 0.6 entonces Xo.= 808.92
> APLICACION DE LA FUNCION “INV.GAMMA” de Excel

Devuelve para una probabilidad dada el valor de la variable aleatoria siguiendo una
distribuciéon Gamma.

INV.GAMMA - X  fo| =INV.GAMMA(C36,C35,C34)

| & | 8 [ ] o | e | ¢ | & | w | v | 3 | &
12| Distribucion Gamma Inversa g "
i3 Argumentos de funcién M
s Beta 400
| INV. GAMMA
i5 | Alfa 2 . —
6 p(X<X0) 0.6 Probabilidad :C36 0.6
7| Xo [cascaa) | Alfa [c35 2
8 Beta |C34 400
| = 8089252981
0 Devuelve el inverso de la distribudién gamma acumulativa: si p = DISTR.GAMMA.N{x, ...}, entonces
il INV.GAMMA(D, ...) = x.
2| Probabilidad es |a probabilidad asodada con la distribucidn gamma, un nimero
| entre 0 y 1 indusive.
13
M 4
5| Resultado de la férmula = 808.9252981
6 ;
| Ayuda sobre esta funcidn [ Aceptar ] ’ Cancelar ]
7]
18 m
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Distribucion Weibull

Ejemplo 5.13

Gaitan Garavito

Suponga que la vida en afios de una bateria es una variable Weibull con a=1/2y b =

2.

éCudl es la probabilidad que la bateria dure a lo mas 2 afios? P(X < 2) = 0.8646

> APLICACION DE LA FUNCION “DIST.WEIBULL” de Excel

Devuelve la probabilidad de una variable aleatoria siguiendo la distribucién Weibull

X « Jfx| =DISTR.WEIBULL(C56,C52,C53,verdadero)

DISTR.WEIBULL v i

A T ® [ ©
419 Distribucion Weibull
50 alfa 0.5
51 beta
52 Alfa excel=Beta 2

Beta excel =raiz

53 Betade 1/alfa 1.41423
54 1/alfa 2
55 1/beta 0.5
56 Xo 2
zl P{X=Xo) |zrdader0} -l
58
59
60
61
62
63
64

[} | E | F

T D D

g

Argumentos de funcién

)

DISTR.WEIBULL
X |C56
Alfa C52
Beta C5_3
Acumulado | verdadero|

1.41423
VERDADERO

0.864658425

Devuelve la probabilidad de una variable aleatoria siguiendo una distribucidn de Weibull.

X es el valor al que desea evaluar la funcidn, un ndmero no negativo,

Resultado de la formula = 0.864658425

Ayuda sobre esta funddn

Aceptar ]| Cancelar

Distribucion Beta

Ejemplo 5.16

Se determind que el aprovechamiento de un nudcleo de computadora,

definido

como una proporcion de la capacidad total utilizada, tiene una distribucién de
frecuencias relativas que puede aproximarse mediante una funcién de densidad
Betacona=2yb=4.

¢Cual es la probabilidad de que la proporcién del ndcleo que se utiliza en un
momento dado sea menor que 0.2?

P (X<0.2) =0.2627

> APLICACION DE LA FUNCION “DISTR.BETA.N” de Excel
Devuelve la distribucion de probabilidad Beta acumulada.
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_ A [ T D E F G H I J
1 Distribucion Beta
! - -
2 Argumentos de funcién M
3 _Alfa 2
a _Beta a DISTR.BETA.N
5 Xo 0.2 X |BS -2 55
6 Alfa [B3 2
7 Recorrido Beta B4 4 £
8 X1 (limite inferior] 0 Acumulado | Verdadero VERDADERO E_
9 X2 (limite superior) 1 . ‘l- e,
10/ :
11JP{>(<XO} |zrdadero} | = 0.26272
E - Devuelve la funcidn de distribucidn de probabilidad beta,
13 | A es un limite inferior opdonal del intervalo de x. Si se omite, A =0,
14
16 Resultado de la formula = 0.26272
-1? | Ayuda sobre esta fundidn [ Aceptar ] [ Cancelar
13
19

éCudl es el valor de especifico de X, (Xo) , tal que la probabilidad acumulada al
mismo sea igual a 0.26?

P (X<Xo) = 0.26, entonces, Xo = 0.1986

> APLICACION DE LA FUNCION “INV.BETA.N” de Excel
Devuelve el inverso de la funcidén de probabilidad Beta acumulativa

25
2/

28 |
29
20 |
21|

|,R18,HIQ} _I

INV.BETA.N - K o ﬁ' =INV.EETA.N[B20,B12,B19)
| A I I < [ — £ e e e [
17 _DiStribUCidn Beta Inversa Argumentos de funcién &Iﬂ
18 Alta 2
T T INV.BETA.N
‘:9 -Be'a 4 Probatilidad | 520 Ei - 0.2
;[1} |P(¥<Xa) 0.26 At [oin :@ =
= : Beta [B19 R
22 |Recorrido N =i
| | =
= PG —
23 X1 (limite minimo) o] . @ o
24 %2 (limite maximc) 1

Devuelve =l iverso ce la fu

Resulladu de g [Grmula =

Ayuda sobre esta tuncion

0. 19867CTS
ndon de cersidad de probabiidad nea acumulativa (DISTR.BETA.M).

A esunlimite in‘eror opoonal del intervalo de x. 51 se omite, A =U,

0 15867076
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Distribucion Normal
Ejemplo 5.22
La distancia X a la que un atleta puede ejecutar un tiro es una variable aleatoria que
se describe de acuerdo a una distribucion normal con media 50 pies y varianza 25
piesz.
¢Cual es la probabilidad que se efectie un tiro a una distancia maxima de 60 pies?
P (X<60)=0.9772
> APLICACION DE LA FUNCION “DIST.NORM.N” de Excel

Devuelve la distribucion acumulativa normal para la media y la desviacion estandar
especificadas.

DISTR.NCRM.N - (¥ & /| -DISTR.NORM.N(B37,B35,83G,verdadero)
[ | E | C D E F G H [
22 Distribucién Nermal . <
B4 Argurmentos de funcier | ? i
35 Media 50 DISTR.MORM.I
4h | Desviacidin Fstandar 5 X [B37 ] = s0
R7 Xo 60 Media B35 = &
22 | P(X<Xo) |:rdadcro) | Desv_estandar |p35 B -5
H
B9 Acumulada |verdaleru [B¥] - vmosprRO
10 = 1.977749R5E
111 Devuzlve la dstribuddn no'mal para la media v |3 desviaddn 2sténcar espedficadas.
112 Acumulado &5 un valor dgico: para usar a funddn de distribacdn acumulative =
VERDADERD; para wear b uncdn ce deneidac de probakbilidad - FALSO,

143
14
la: Feailtade de & Firmila = 0.977249868

J
16 Ayuda sobre esta fundan ACepta | Lanczlar
147 e

¢A qué distancia maxima se ejecutara el tiro con una probabilidad de 0.98?
Xo = distancia maxima a la que se ejecuta el tiro
P(X< Xo) = 0.98, entonces Xo = 60.26 pies

> APLICACION DE LA FUNCION “INV.NORM” de Excel

Devuelve el inverso de la distribucion acumulativa normal para la media y la
desviacion estdndar especificas
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EXO
53|
54
55|
56
57 |
58 |
59

24,850, |

| INV.NORM + (" % « f | =INV.NORM(B51,849,B50]
_ A [—— D E F G H

3 , rArgumc'\tDs de funcien M1
46 Distribucian Normal Inversa

7 INV.NORM 3
ig Probabilidad |51 = ros 1
49 Meda 50 fhece (299 .. 5 ]
50 |Desviacion Estandar E_ “““““ §E De=\ esLiadar| 850 | = ¢ )
51 P{X<Xu) 0.98 - €0.25871155

Devuelve elinverse dela detrizucdn acunulativa normal para la media v desvizcidn es@ndar
especificadas.

Desv_estandar ecla cesviadién estandar dela detrioucién, un nimero postive.

Resultado de la formula = 60 26874455

Ayuda subre esla Tincidn Aceptar |
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APENDICE 2

METODOS DE ENUMERACION

Para calcular probabilidades de eventos que suponen la premisa de resultados
igualmente probables, es necesario hacer una lista de todos los puntos muestrales,
esto puede ser tedioso y se debe estar seguro que no se ha omitido ninguno de
ellos; puesto que el nimero puede ser muy grande es conveniente conocer las
herramientas que simplifiquen el calculo del “numero de puntos muestales” o
elementos de S y ademas son utiles para contar el “nimero de casos favorables” a
determinado suceso A o elementos de A-

Los siguientes son algunos procedimientos.

1. Principio de la multiplicacién o regla del producto

Si la tarea | puede hacerse de n; formas y la tarea Il de n, formas, ambas no son
excluyentes sino es posible realizarlas juntas o en sucesidon, entonces, si se define un
experimento como: Efectuar la tarea | y en seguida la tarea I, el espacio muestral
del mismo estd formado por n; * n, elementos.

Asi: Si un hombre tiene 2 camisas y 4 corbatas entonces tiene 8 maneras de escoger
una camisa y una corbata.

Diagrama de arbol (figura 2.1) permite representar la secuencia de tareas y las
diferentes formas en las que se puede realizar cada tarea.

Este principio permite contar el nimero de pares que se pueden formar al

seleccionar un elemento de cada uno de dos grupos y puede generalizarse para tres
0 mas grupos encontrando el nimero de k- tetos ordenados.
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Figura 2.1 Diagrama del arbol

Gaitan Garavito

Ejemplo:

corbata 1
e camisa 1 corbata 2
corbata n2
Seleccion e
Corbata 1
T camisa 2 corbtata 2
corbata n2

1. Cuatro compaiiias tienen empleos disponibles en cada una de tres areas: ventas,
manufactura y personal, el nimero total de oportunidades de empleo que hay
disponibles es: Numero de compafiias * Niumero de areas de empleo

4 *3 =12 empleos.

2. Un empleado tiene facultad de escoger un curso de capacitacién en finanzas o en
administracion de riesgos, los cuales se ofrecen en tres horarios, y con tres
diferentes instructores en cada horario écudntas opciones se ofrecen al empleado?

2*3*3 =18 opciones

Resuelva

3. En el afio 2000 los numeros telefénicos eran de ocho digitos de los cuales el
primero tenia que ser 5 y el segundo no puede ser 0,1, ni 9 ¢cuantos numeros

telefénicos se formaran con las restricciones? R:7 millones.
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Principio de la adicion

Si la tarea | puede realizarse de n_formas y la tarea Il puede realizarse de n forma,

ademas, si las dos tareas en cuestién no son viables de realizarse juntas ni en
sucesidn, por ser mutuamente excluyentes. Si se define un experimentos como:
Realizar la tarea | o |a tarea Il, el espacio muestral de éste estd formado por n +n,

elementos. Principio que puede generalizarse a mds de dos procedimientos.
Ejemplo:

4. Un producto puede fabricarse de dos formas automatica o manualmente. Si hay
tres maquinas automaticas y dos manuales. Las maquinas con que se cuenta para
realizar el producto son 5, 3+2.

Permutaciones
Permutacién también conocida como ordenacidn, es un arreglo de todo o parte de
un numero de objetos, los ordenamientos de los mismos elementos son
considerados sucesos diferentes.

Caso 1: Todos los objetos son distinguibles

Se llama permutacion de n objetos diferentes, ,P,, a un arreglo de n objetos
en orden definido.

El nUmero de permutaciones posibles al arreglar n objetos es:
nPh=nl

Si consideramos n objetos y deseamos permutar r de esos objetos (r<n)
seleccionados al azar, el nUmero de maneras de hacerlo es:
aPr=n!/(n-r)!
Ejemplo
5. El nimero de ordenamientos diferentes que contiene tres letras cada uno y que
se pueden formar con las siete letras: a, b, ¢, d, e, f, g es 7P3 = 210 permutaciones

El nimero de ordenamientos de las siete letras es ;P; = 5040

6. ¢ De cuantas manera pueden sentarse 10 personas en una banca que tiene cuatro
puestos disponibles 19P4 = 5040
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7. Se inscriben A, By C en una carrera. El nimero de formas en que se puede
alcanzar la meta se calcula como un arreglo ordenado de 3 sujetos en tres lugares,
estoes: 3P3=6

Sea X el evento, A llega a la meta antes que C, el nimero de elementos que
tiene el evento X se calcula como: 1* 2P2 + 1 *1P1 = 3, que incluye el nimero de
elementos que presentan a A en primer lugar o en segundo lugar antes que C

Resuelva
8. Se quieren sentar 5 hombres y 4 mujeres en una fila de modo que las mujeres
ocupen los sitios pares. ¢De cuantas formas pueden sentarse? R: 2880

Caso 2: Cuando no todos los objetos son distinguibles.

Aplicable cuando se requiere permutar un grupo de objetos que contiene algunos,
que si bien son diferentes objetivamente, para fines practicos se considera iguales o
idénticos.

Suponiendo que se tienen n objetos tales que hay n, de la clase 1, n, de la clase
2...... y n,de la clase k tales que n +n,+...+n _=n el nimero de formas de ordenar

esos objetos es:
nPnlnz‘...nk = nl /( n, I* nz! ....... * nk! )

Ejemplo

9. Una contrasefia requiere de 5 letras, si se desea que ésta contenga tres letras Ay
dos letras B, écuantas contrasefas diferentes se pueden formar?

5P 53,2~ 5'/(3I * 2') =10

Resuelva
10. Considere 10 objetos, 5 de ellos son rojos, 3 amarillos y 2 azules, El nimero de
formas de ordenar los 10 objetos es :

10P 532 — 10' /(5'*3'*2') =2520.
Sea A el evento, los objetos azules quedan juntos, el nUmero de maneras que puede
ocurrir A es:

9P5,3'1 =9|/(5|*3|*1|)=504

Caso 3: Permutaciones ciclicas o circulares
Las permutaciones que ocurren cuando se ordenan objetos en una curva cerrada,
dos permutaciones ciclicas no se consideran distintas si los objetos
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correspondientes de dos arreglos estan precedidos y van seguidos de los mismos
objetos a medida que se avanza en el sentido que giran las manecillas del reloj, las
permutaciones ciclicas tendra que ser igual a las permutaciones lineales si se tuviera
qgue atender ademas a los marcos de referencia externos y no solo a las posiciones
relativas de los objetos entre si

El nimero de permutaciones ciclicas de n objetos es:

WPC, = (n-1)!

Ejemplo

11. El nimero de formas como se pueden sentar siete personas alrededor de una
mesa si:

a) pueden sentarse de cualquier forma 6!= 720

b) si dos personas determinadas no deben estar una al lado de otra 720 — 240 =480
dado que el suceso complemento es las dos personas deben estar una al lado de Ia
otra, y esto puede hacerse de (6-1)! * ,P, =240

Combinaciones

Si consideramos n objetos diferentes y se esta interesado en contar el
numero de maneas como se puede escoger r de esos n objetos, no considerando el
orden de seleccion, Unicamente las caracteristicas de los elementos que forman
parte el grupo, entonces se define una combinacién de n objetos diferentes
tomando de r en r como el nimero de subconjuntos de tamafio r no ordenado que
tiene un conjunto de n elementos.

nCr=nl/(r! (n-r)!)
Ejemplo

12. Un estudiante se somete a un examen de 10 preguntas, de las cuales debe
responder 8, el numero de alternativas para responder el examen esta dado por:
10Cs = 10!/ (8!1*21)

Resuelva
13. Se van a seleccionar personas para un empleo entre un grupo de 5, imagine que
los aspirantes difieren en el grado de preparacién 1 es mejor que 2 etc. Encuentre la
probabilidad del evento: escoger exactamente uno de los dos mejores y a
continuacién seleccionar uno de los 3 aspirantes menos preparados.
R: 3/5

Pruebas con remplazo y sin remplazo
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Prueba: eleccion al azar de un numero r de elementos.

A. Prueba con remplazo, procedimiento que implica que el elemento que se elige en
una prueba se devuelve al conjunto inicial, en esta clase de pruebas se toma en
cuenta el orden de la seleccion.

El nimero de formas como se pueden ordenar r elementos seleccionados con
remplazo de un total de n es : n*n*.... Entonces es posible que los objetos que van a
permutarse se repitan, en tal ocasion se usa la regla de la multiplicacion y nRr=n"

Ejemplo:

14. Una sefiora escribid cuatro cartas y las lleva al correo, donde encuentra que hay
tres buzones vy cualquiera de ellos sirve para depositar las cartas de cuantas
maneras lo puede hacer 81= 34

B. Pruebas sin reemplazo, en esta pruebas el elemento que se elige se elimina del
conjunto inicial, si interesa el orden en que se seleccionan los elementos se
convierte en una aplicacién de las permutaciones

Ejemplo:

15. Suponga que una caja contiene 5 tarjetas de color diferente, si se seleccionan 3
sin reemplazo y se esta interesado en el orden de los colores que aparecen, el
numero de trios que se pueden formar se calcula sPs= 5! /2! =5*%4*3 = 60.

Si se seleccionaran 3 con reemplazo el nimero de trios que se pueden formar se
calcula 5*5*5=125.

Ejemplos adicionales de los métodos de enumeracion

16. En una empresa hay 12 funcionarios ejecutivos y uno es el presidente de la
compaiiia, cuando limpian la sala de juntas disponen de un pequeno salén donde
hay una mesa redonda y cupo para ocho de ellos, incluyendo al presidente, por ello,
se decide elegir al azar un comité de 8 funcionarios que incluya al presidente y
ocupar la mesa redonda, si solo importan las posiciones relativas en las que se
sientan de cuantas maneras pueden hacerlo

11C7 * 7|= 1663200

17. Con 7 consonantes y 5 vocales cudntas palabras pueden formarse que consten
de 4 consonantes y 3 vocales, no es necesario que las palabras tengan significados

7Cq * 5C3™* 71 = 35 *10*5040 = 1764000
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18. Cuantas ensaladas de al menos un ingrediente pueden preparase con lechuga,
escarola, endibia, berro y achicoria

5C1 + 5Co+ 5C3 + 5C4+ 5C5 =5+10+10+5+1=31

Otra forma 2*2*2*2*2 -1= 32-1 (cada ingrediente pude ser incluido o no en la
ensalada)

19. Un conductor puede tomar tres rutas para ir de la ciudad A la ciudad B y cuatro
de la ciudad B a la ciudad Cy tres de la ciudad C a la ciudad D Si para ir desde Aa D
el conductor debe pasar por B y C cuantas rutas posibles tiene disponibles el
conductor
3*4*3= 36

20. Un aparato estd compuesto de 5 partes que pueden ser ensambladas en
cualquier orden. Si se desea realizar una prueba para determinar el tiempo
necesario para cada una de las formas posibles de montaje, si cada forma se va a
probar una vez cuantas pruebas deben realizarse

sPs =120
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